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P♦tr❛❢❦❡✱ ❆♥❞r❡✐ ❙❤❧❡✐❢❡r✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s❡♠✐♥❛rs ❛♥❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠✲
♠❡♥ts✱ ❋❡❧✐① ❆❧❜r❡❝❤t ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ❛ss✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡r②♦♥❡ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳
❏♦❤❛♥♥❡s ▼❡②❛ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❙❝❤✇❛❣❡r ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ●❡r♠❛♥
❋❡❞❡r❛❧ ▼✐♥✐str② ♦❢ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ♥✉♠❜❡r ✵✶P❲✶✶✵✵✹✳ ❘❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳
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✇❤❡♥ ❤❡ ✇❛s ❞♦❝t♦r❛❧ st✉❞❡♥t ❛♥❞ ♣♦st❞♦❝t♦r❛❧ r❡s❡❛r❝❤❡r ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●♦❡tt✐♥❣❡♥✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r
✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t
✐♥ ❛♥② ✇❛② r❡✢❡❝t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❇✉♥❞❡s♥❡t③❛❣❡♥t✉r✳
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✏❊✈❡r② ❧❛✇ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛s ♥♦t r❛t✐✜❡❞ ✐♥ ♣❡rs♦♥ ✐s ♥✉❧❧ ❛♥❞ ✈♦✐❞ ✕ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ♥♦t ❛
❧❛✇✳✑ ❖♣♣♦♥❡♥ts ❢❡❛r t❤❛t ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ♦r ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❜✐❛s❡❞ ❝✐t✐③❡♥s ❡✐t❤❡r ❞♦ ♥♦t
❜♦t❤❡r t♦ ✈♦t❡ ♦r ♠❛❦❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♦r ✐♥❡q✉✐t❛❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❙❝❤✉♠♣❡t❡r ✭✶✾✾✹ ❬✶✾✹✷❪✱
♣✳ ✷✻✶✮ ✇❛s ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t ✏❬t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝✐t✐③❡♥❪ ❡①♣❡♥❞s ❧❡ss ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡❞ ❡✛♦rt ♦♥
♠❛st❡r✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛♥ ❤❡ ❡①♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ❣❛♠❡ ♦❢ ❜r✐❞❣❡✳✑
❲❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤✐s ❞❡❜❛t❡ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♠♦✲
t✐✈❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ❛♥❞ ❢♦r ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ♦r ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧✳
❖✉r s❡t✲✉♣ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡
r❡❢❡r❡♥❞❛ ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r❡q✉❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞✐r❡❝t ❞❡♠♦❝r❛❝② ✇❛s
❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❉❡ ❚♦❝q✉❡✈✐❧❧❡ ✭✶✾✽✶ ❬✶✽✸✺❪✱ ♣✳ ✶✷✹✲✶✷✼✮✱ ✇❤♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞
t❤❛t ❝✐t✐③❡♥s ❝❛♥ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr✉st❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛✛❛✐rs✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ❚✐❡❜♦✉t ✭✶✾✺✻✮ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❝❛❧ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s t❛❦❡
❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❇②
❛♥❛❧②③✐♥❣ ✈♦t❡rs✬ ♠♦t✐✈❡s ✐♥ s✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
❧♦❝❛❧ ❞❡♠♦❝r❛❝②✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛♥❞
❤♦✇ t♦ ✈♦t❡ ♦♥ ❛ t❛①✲✜♥❛♥❝❡❞ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛r❡ ❵♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣✬✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳ P♦❝❦❡t❜♦♦❦
✈♦t✐♥❣ r❡❢❡rs t♦ ✈♦t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ♦✇♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡sts✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ♠♦t✐✈❡s r❡❧❛t❡
t♦ ❤♦✇ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈♦t❡ t❛❦❡s ✐s s❡❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦t❤❡rs✱ ❜✉t ❞✐✛❡r ✐♥
♦♥❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t✳ ❆❣❡♥ts ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❛♥t t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ✈♦t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♦r ♣❛t❡r♥❛❧✐st✐❝ ❢❡❡❧✐♥❣s t♦✇❛r❞s
♦t❤❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ s♦❝✐❡t②✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❣♦♦❞✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱
s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❧✐❦❡ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♠♦t✐✈❡s✱ ❛r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❡①♣r❡ss✐✈❡
✈♦t❡rs ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t t❤❡②
t❤✐♥❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♦❝✐❛❧❧② ❣♦♦❞ ♦r ♠♦r❛❧❧② ❥✉st✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡✐r ✈♦t❡
❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✳
✷
❯s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❣❛✐♥s ♦r ❧♦ss❡s ❝♦♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥✲
❞✉♠ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❲❤❡♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✈♦t❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐✲
❣✐❜❧❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts ❛✛❡❝t
t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ ✈♦t❡rs ♣✉t ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✈♦t❡rs ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r ♦t❤❡r ♠❡♠✲
❜❡rs ♦❢ s♦❝✐❡t②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣
t❤❛t ✈♦t❡rs ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ❝♦♠♠♦♥ ❣♦♦❞s ♦r ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦t❤❡rs ❝❛♥♥♦t ✉♥❡q✉✐✈♦❝❛❧❧② ❜❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣✱ ❜✉t ♠❛② ❛s ✇❡❧❧ r❡✢❡❝t s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ♦r ❜♦t❤
♠♦t✐✈❡s✳
❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ ✈♦t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❡①✐st
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✿ ✐❢ ✈♦t❡rs ❞♦ ♥♦t r❡❛❝t t♦
♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts t❤❡② ♠✉st ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡
✈♦t❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛♥② ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ❝♦♠♠♦♥ ❣♦♦❞s ♦r ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦t❤❡rs ♠✉st
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡✳
❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❛✛❡❝ts
t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✳
❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣✱ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✈♦t✲
✐♥❣ ❛r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ t❤❡♦r② ✇✐t❤♦✉t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜✲
s❡r✈✐♥❣ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ♣❧❛❝✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳
❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s
t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❝♦sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦✇ ♦♥❡
✈♦t❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❝✐✈✐❝ ❞✉t② ♠♦t✐✈❡ ❢♦r ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦st t♦ ❝❛st ♦♥❡✬s ❜❛❧❧♦t✳ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛❜st❡♥t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡
❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✈♦t✐♥❣ ✐s ❝♦st❧❡ss✳ ❚❤✐s ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡
❝♦♥❝❡r♥s s✉❣❣❡st ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣❛✐♥s
✐♥ ♠♦♥❡t❛r② t❡r♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❜✉t t❤✐♥❦s t❤❛t ♦t❤❡rs ❧♦s❡ ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡♥✱
❛❜st❛✐♥✐♥❣ ✐s ❛ ❝❤❡❛♣❡r ✇❛② ♦❢ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s t❤❛♥ ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ♦♥❡✬s
♦✇♥ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✐♥t❡r❡st✳
❲❡ t❡st ♦✉r t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❞❛ ♦♥ ✢❛t r❛t❡ t✐❝❦❡ts ❢♦r st✉❞❡♥ts
❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●♦❡tt✐♥❣❡♥ ✐♥ ●❡r♠❛♥②✳ ■❢ ♣❛ss❡❞✱ t❤❡s❡ t✐❝❦❡ts ❣✐✈❡ ❛❧❧ st✉❞❡♥ts
t❤❡ r✐❣❤t t♦ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝✐❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛s ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦r ❝✉❧t✉r❛❧
❛♠❡♥✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t✐❝❦❡t ✐s ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ❢♦r ✐♥❞✐✲
✸
✈✐❞✉❛❧ ♣✉r❝❤❛s❡s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜✉②✐♥❣ ❛ t✐❝❦❡t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣✉❧s♦r② ❢♦r ❡✈❡r② st✉❞❡♥t
✐❢ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r✳ ❚❤❡s❡ t✐❝❦❡ts t❤❡r❡❢♦r❡ s❤❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤
t❛①✲✜♥❛♥❝❡❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦❥❡❝ts ♦r ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦❝✉r✐♥❣ ❛ t✐❝❦❡t
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❝♦st ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢❛❝✐❧✐t② s♦ t❤❛t ❢r❡q✉❡♥t ✉s❡rs st❛♥❞ t♦
❣❛✐♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ ❛♣♣r♦✈❛❧ ❜② t❤❡ ♠❛❥♦r✐t②✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ s♦♠❡ ✈♦t❡rs
✉s❡ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t② ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♦r ♥♦t ❛t ❛❧❧ ❜✉t ❛r❡ st✐❧❧ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♣❛② ❛s ♠✉❝❤
❢♦r ✐t ❛s ❛♥②♦♥❡ ❡❧s❡✳
■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❞❛ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ❡❛s②✲
t♦✲✉♥❞❡rst❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝② ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ✈♦t❡rs ❦♥❡✇
❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ❛ t✐❝❦❡t ✇♦✉❧❞ ❝♦st✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ✇❡r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣
✜ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ t♦ ❧♦❝❛❧ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ s❡❧❢✲✜♥❛♥❝❡❞ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❚✐❡❜♦✉t ✭✶✾✺✻✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ st✉❞❡♥t ❜♦❞② ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
❝✐t✐③❡♥s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜② t❤❡♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡ ✈♦t❡ ❤❛❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣r♦❥❡❝t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦sts ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♠♦r❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ t❤❡♥ r❡✲
✢❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞❛ t❤❛t ✇❡ st✉❞② ❛r❡ ❧✐❦❡ ❛ ❵❧❛❜✲
♦r❛t♦r②✬ ❢♦r ❞✐r❡❝t ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞
t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❖✉r ✜rst ❞❛t❛s❡t ✐s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ t✐❝❦❡t ❢♦r r❡❣✐♦♥❛❧ tr❛✐♥s ❤❡❧❞
✐♥ ✷✵✶✵✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥❧✐♥❡✳ ■t ❛❧s♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ❞✐❞
♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r
t♦ ✈♦t❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t ❝♦✈❡rs ✈♦t❡s ♦♥ t✐❝❦❡ts ❢♦r r❡❣✐♦♥❛❧ tr❛✐♥s✱ ❝✉❧t✉r❛❧
❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜✉s❡s ❤❡❧❞ ✐♥ ✷✵✶✸✳ ■t ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛♣❡r✲❜❛s❡❞ ❡①✐t ♣♦❧❧✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✈♦t❡rs✳
❊❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✉s❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✈♦t❡s✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♦✈❡r ❛ t❤♦✉s❛♥❞ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡♥❡✜ts ❝♦♥❢❡rr❡❞ ❜②
t❤❡ t✐❝❦❡t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s t♦ ✈✐s✐t ♣❛r❡♥ts
✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡s t❤❛t ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ♣❛r❡♥t❛❧ ❛❞❞r❡ss ❞❛t❛✳ ❙✉❜tr❛❝t✐♥❣
t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛t r❛t❡ t✐❝❦❡t ②✐❡❧❞s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♠♦♥❡t❛r② s❛✈✐♥❣s ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st✉❞❡♥t ♦❜t❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t✳ ❆♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡
❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✐❝❦❡t ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❝♦✈❡r❡❞ ♦♥❧② r❛✐❧ tr❛❝❦s s❡r✈❡❞ ❜②
♦♥❡ ❝♦♠♣❛♥②✱ ✇❤✐❧❡ tr❛❝❦s s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱
r❡s✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❡♥ts ♦♥ ❡✐t❤❡r s✉❜s❡t ♦❢ tr❛❝❦s ✐♥❞✉❝❡s ❛ q✉❛s✐✲r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t②✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t✱ ✉s❛❣❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ st✉❞❡♥ts ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❡sts ♦❢ ♦t❤❡rs
✹
s❤❛♣❡❞ t❤❡✐r ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❖t❤❡r ♠♦t✐✈❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ s♦❝✐❛❧ ❣♦❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦✲
♠♦t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❛❧ ❧✐❢❡✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♣r♦t❡st ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡
r❛✐❧✇❛② ❝♦♠♣❛♥②✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣t✉r❡ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s
♦❢ st✉❞❡♥ts✳
❖✉r ♣r✐♠❛r② ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡s❡ t✐❝❦❡ts✳ ❲❡
✜♥❞ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣✳ ▼♦st st✉❞❡♥ts ✈♦t❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r
♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡sts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❞❛t❛s❡t✱ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t✱
❛ ✶✵ ♣❡r❝❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥❡t s❛✈✐♥❣s r❛✐s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ❜② ✵✳✻
t♦ ✵✳✼ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ✇✐❞❡❧② ❞✐✛❡r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱
❣✐✈❡♥ t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ t❤♦✉s❛♥❞
❡✉r♦s ♣❡r ②❡❛r✳ ❆❧s♦ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❜❡♥❡✜t ❧❡ss ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t t❤❛♥ ✐t ❝♦sts✱ ❛
❧♦✇❡r ♥❡t ❧♦ss t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠♦st❧② ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t✱ ❛ st✉❞❡♥t
✇❤♦ ✉s❡s ❛ ❢❛❝✐❧✐t② ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✺✷ ❛♥❞ ✼✼ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐❝❦❡t t❤❛♥ ❛ st✉❞❡♥t ✇❤♦ ♥❡✈❡r ✉s❡s ✐t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st ✐s ♥♦t t❤❡ ❡♥t✐r❡ st♦r②✳
❱❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣t✉r✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s st❛t❡❞ ❛❧tr✉✐s♠
❛♥❞ ♠❡r✐t ❣♦♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ s❤♦✇ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t
❡✛❡❝ts✳ ❆ s✐③❛❜❧❡ s❤❛r❡ ♦❢ st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t st❛♥❞ t♦ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ t✐❝❦❡t ✐♥
♠♦♥❡t❛r② t❡r♠s ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t
t❤❡s❡ ♠♦t✐✈❡s ✇❡r❡ ❧✐❦❡❧② ♣✐✈♦t❛❧ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r r❡❢❡r❡♥❞❛ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡✐♥❣
♣✐✈♦t❛❧ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣✱ t❤❡② ❝❛♥ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ ❛❧♠♦st
❛❧❧ ✈♦t❡s ❝❛st✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♣❛rt② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♠♦st❧② ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts ♦r
♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s st❡♠s ❢r♦♠ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✱ ♦r
❜♦t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r t❤❡♦r② ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts ❛✛❡❝t t❤❡ ✈♦t✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♥ ✈♦t❡rs ❡✐t❤❡r ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞
❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ♣✉r❡❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣✳
■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❛❦✐♥❣ ♣❛rt ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❙t❛t❡❞ ❛❧tr✉✐s♠ ✐s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❛❧❜❡✐t ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝
✇❛②✳ ❙t✉❞❡♥ts ✇❤♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡✐r ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❧♦ss❡s t♦ ♦t❤❡rs
❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♠❡♥t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ♦t❤❡rs ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ❆
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❛t ❛❜st❛✐♥✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
✺
✇❤❡♥ ♦✇♥ ♠♦♥❡t❛r② ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❢♦r ♦t❤❡rs ❝❛❧❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦t✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥s✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ r❡❧❛t❡ ♦✉r
✇♦r❦ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✈♦t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✇♦r❦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
♠♦t✐✈❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts ♦♥ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥s ✻ ❛♥❞ ✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳
✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❖✉r ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❡s ♦❢ ✈♦t❡rs✳ ❆ ❝❡♥tr❛❧ q✉❡st✐♦♥
✐♥ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❝✐t✐③❡♥s ✈♦t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♥❛rr♦✇❧②
❞❡✜♥❡❞ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st ❛♥❞ t♦ ✇❤✐❝❤ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② s♦❝✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ ♠♦t✐✈❡s
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❖✉rs ✐s t❤❡ ✜rst ♣❛♣❡r t❤❛t ❛♥❛❧②③❡s ❜♦t❤ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤❡t❤❡r t♦ ✈♦t❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st ❛♥❞ s♦❝✐❛❧
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳
P♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t
❜✉✐❧❞ ♦♥ ▼❡❧t③❡r ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞ ✭✶✾✽✶✮✱ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✈♦t✐♥❣ ✭▲✐♥❞❜❡❝❦
❛♥❞ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ✶✾✾✸❀ ❉✐①✐t ❛♥❞ ▲♦♥❞r❡❣❛♥✱ ✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢
❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ✜♥❛♥❝❡ ✭❘♦♠❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❀ ❊♣♣❧❡ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦✱ ✶✾✾✻❀ ❊♣♣❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳
❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈♦t✐♥❣ ❤❛s ♠♦st❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ▲❡✇✐s✲❇❡❝❦ ❛♥❞ ❙t❡❣♠❛✐❡r ✭✷✵✵✼✮ s✉r✈❡② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹✵✵ st✉❞✐❡s ✇✐t❤♦✉t
✜♥❞✐♥❣ ♠✉❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s s✉✛❡r ❢r♦♠
s❡✈❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✈♦t❡rs ❛ttr✐❜✉t❡ ❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡✐r
✜♥❛♥❝✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✇❡❧❧
❞❡✜♥❡❞ ♣❛st ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ▲❡✈✐tt ❛♥❞ ❙♥②❞❡r ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ▼❛♥❛❝♦r❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✜♥❞
t❤❛t ✈♦t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠
✐ts tr❛♥s❢❡rs ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❊❧✐♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ✜♥❞ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡
♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣✿ ✈♦t❡rs ❛❧r❡❛❞② r❡❛❝t ✇❤❡♥ r❡❢♦r♠s ❛♣♣❡❛r ❛s ❡❧❡❝t♦r❛❧ ♣r♦♠✐s❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s❡❡❦ t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♠♦t✐✈❡s ✐♥ r❡❢✲
❡r❡♥❞❛✳ ■♥ ❛♥ ❡❛r❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❉❡❛❝♦♥ ❛♥❞ ❙❤❛♣✐r♦ ✭✶✾✼✺✮ ✜♥❞ t❤❛t ✈♦t❡rs ✐♥
❝✐t✐❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❇❛② ❆r❡❛ ❘❛♣✐❞ ❚r❛♥s✐t ✭❇❆❘❚✮ s②st❡♠ ✇❡r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
❢❛✈♦r ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ s❤✐❢t ❣❛s t❛① r❡✈❡♥✉❡s t♦ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✲
✐❧❛r❧②✱ ✈♦t❡rs ✐♥ ♣r❡❝✐♥❝ts t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r s♣♦rts st❛❞✐✉♠s ❢❡❡❧ ♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧②
t♦✇❛r❞ s✉❜s✐❞✐③✐♥❣ t❤❡♠ ✭❈♦❛t❡s ❛♥❞ ❍✉♠♣❤r❡②s✱ ✷✵✵✻✮✳ ■♥tr✐❣✉✐♥❣❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
P♦tr❛❢❦❡ ✭✷✵✶✸✮✱ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ❝♦♥❝❡rt ❤❛❧❧s✳ ❱❧❛❝❤♦s ✭✷✵✵✹✮ ❝♦♥✲
❝❧✉❞❡s t❤❛t ✈♦t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❙✇❡❞✐s❤ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦♥ ❊❯ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛r❡ ✐♥
✻
❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ r❡❣✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❡sts✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈♦t✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛t
r❡❣✐♦♥❛❧ ♦r ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ✈♦t✐♥❣ ❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧✳
P♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣✱ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❚✉❧❧♦❝❦ ✭✶✾✼✶✮ ❛♥❞ ❇r❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❇✉❝❤❛♥❛♥ ✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ❇r❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❍❛♠❧✐♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ❍✐❧❧♠❛♥ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ❍❛♠❧✐♥ ❛♥❞ ❏❡♥♥✐♥❣s ✭✷✵✶✶✮✳
❚❤✐s t❤❡♦r② ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❛t ✈♦t❡rs ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ t♦ ❜❡
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛② ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡
♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ■♥ t❤✐s ✈✐❡✇✱ ❛ ✈♦t❡r ✇❤♦ s✉♣♣♦rts ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ✇❤✐❝❤ ❜❡♥❡✜ts ♦t❤❡r
♠❡♠❜❡rs ♦❢ s♦❝✐❡t② ❞♦❡s ♥♦t ❛✐♠ ❛t ❛❝t✉❛❧❧② r❛✐s✐♥❣ ♦t❤❡rs✬ ✉t✐❧✐t②✱ ❛s s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧②✱ ❜✉t ✇❛♥ts t♦ s✉st❛✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ s♦❝✐❛❧❧②✲♠✐♥❞❡❞ ♣❡rs♦♥ ❛t
❧♦✇ ❝♦st✳
❙♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❤❛✈❡ t♦ ❞❛t❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ r❡❢❡r❡♥❞❛✳ ❚❤✐s ♥❡❣❧❡❝t ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
st✉❞✐❡s ♦♥ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t t②♣✐❝❛❧❧② ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠♦♥❡t❛r② s❡❧❢✲
✐♥t❡r❡st✱ ✈♦t✐♥❣ r❡✢❡❝ts ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❚②r❛♥
❛♥❞ ❙❛✉s❣r✉❜❡r ✭✷✵✵✻✮ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t
✭✶✾✾✾✮ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡❧❡❝t✐♦♥s✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥♦✈❡❧ r❛♥❞♦♠ ♣r✐❝❡ ✈♦t✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ▼❡ss❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ t❤❛♥ ❜② ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥✳ ❇❛❧❛❢♦✉t❛s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ✜♥❞ t❤❛t ✇❤✐❧❡
✈♦t✐♥❣ ♦♥ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠♦st❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st✱ t❤❡r❡ ✐s ❣r❡❛t❡r s✉♣♣♦rt
❢♦r r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡② r❡✢❡❝t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❛s❦✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥ P✐❦❡tt②
✭✶✾✾✺✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❇é♥❛❜♦✉ ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❋♦♥❣
✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❆❧❡s✐♥❛ ❛♥❞ ❆♥❣❡❧❡t♦s ✭✷✵✵✺✮ ❢r♦♠ s✉r✈❡② ❡✈✐❞❡♥❝❡✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣ ✐s ♠✐①❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❝♦♥❢r♦♥t
s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❛ ✈♦t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦✇♥ ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✉t ❛♥❞ ❛ ❣✐❢t t♦ ❝❤❛r✐t②✳ ■♥
s✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣✱ ❈❛rt❡r ❛♥❞ ●✉❡r❡tt❡ ✭✶✾✾✷✮ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✾✻✮ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ✈❛r②
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❤❛s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞
✐♠♣❛❝t ♦♥ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❈❛rt❡r
❛♥❞ ●✉❡r❡tt❡ ✭✶✾✾✷✮✱ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✾✻✮ ✜♥❞s t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s✉♣♣♦rt
❝❤❛r✐t② ✐❢ t❤❡② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ♥♦t t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚②r❛♥ ✭✷✵✵✹✮ ❛❧❧♦✇s s✉❜❥❡❝ts
✇❤♦ ✈♦t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ t♦ ✇✐t❤❤♦❧❞ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❝❤❛r✐t② ✇❤❡♥ t❤❡
♣r♦♣♦s❛❧ ♣❛ss❡s✳ ❍❡ ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s tr❡❛t♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t❡✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❛t ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r ♦t❤❡rs✱ ♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ♦t❤❡rs✳ ❋✐♦r✐♥❛
✭✶✾✼✽✮ ❛♥❞ ▼❛r❦✉s ✭✶✾✽✽✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❜♦t❤ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✇❤❛t
❜❡♥❡✜ts s♦❝✐❡t② ♠❛tt❡r t♦ ❆♠❡r✐❝❛♥ ✈♦t❡rs✳ ■♥ ❙✇❡❞❡♥✱ ♠♦st s✉r✈❡② r❡s♣♦♥❞❡♥ts
✼
❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t t❤❡✐r ♦✇♥ ✐♥t❡r❡st ♠❛tt❡r❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡✐r
❝♦♥✈✐❝t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇❤❛t ❜❡♥❡✜ts s♦❝✐❡t② ✇❤❡♥ t❤❡② ❝❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt② t♦ ✈♦t❡ ❢♦r
✭❈❛r❧ss♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥ss♦♥✲❙t❡♥♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮✳
❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✈♦t❡r t✉r♥♦✉t✳ ❉♦✇♥s ✭✶✾✺✼✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❘✐❦❡r ❛♥❞ ❖r❞❡s❤♦♦❦ ✭✶✾✻✽✮ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ t❤❛t ✐s
❛t st❛❦❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s t♦ ✈♦t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t✉r♥♦✉t ✐♥ ◆♦r✇❡❣✐❛♥ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❤✐❣❤ ❤②❞r♦♣♦✇❡r ✐♥❝♦♠❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t ✈♦t✐♥❣ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜②
❡t❤✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ✭❍❛rs❛♥②✐✱ ✶✾✽✵❀ ❈♦❛t❡ ❛♥❞ ❈♦♥❧✐♥✱ ✷✵✵✹✮✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✭●❡r❜❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❋✉♥❦✱ ✷✵✶✵✮✱ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✭❇r❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❇✉❝❤❛♥❛♥✱ ✶✾✽✹❀
❇r❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❍❛♠❧✐♥✱ ✶✾✾✽❀ ❈♦❛t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❍✐❧❧♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮✱ ♦r s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t②
✭❆❦❡r❧♦❢ ❛♥❞ ❑r❛♥t♦♥✱ ✷✵✵✵❀ ❇❡♥✲❇❛ss❛t ❛♥❞ ❉❛❤❛♥✱ ✷✵✶✷❀ ❍✐❧❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ♣❛♣❡r ✐s ❛❧s♦ ❜r♦❛❞❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐r❡❝t ❞❡♠♦❝r❛❝② ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❜✉❞❣❡t✳ ❘❡❢❡r❡♥❞❛ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❧♦✇❡r ♣✉❜❧✐❝ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❯❙ ✭▼❛ts✉s❛❦❛✱ ✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ✭❋❡❧❞
❛♥❞ ❑✐r❝❤❣äss♥❡r✱ ✷✵✵✶❀ ❋❡❧❞ ❛♥❞ ▼❛ts✉s❛❦❛✱ ✷✵✵✸❀ ❋✉♥❦ ❛♥❞ ●❛t❤♠❛♥♥✱ ✷✵✶✶✮✳
❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛✐♠ t♦
❝♦♠♣❛r❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤♦s❡
✇❤♦ ❜❡♥❡✜t ♠♦st ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❞✐r❡❝t ❞❡♠♦❝r❛❝② ❞♦❡s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥❞❡rs♣❡♥❞✐♥❣✳
❊①t❡♥❞✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦✉r ♣❛♣❡r ❡♥❤❛♥❝❡s ❜♦t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❡s ❢♦r ✈♦t✐♥❣✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤❡t❤❡r ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡s ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♠♦t✐✈❡s✱ ✐♥✲
str✉♠❡♥t❛❧ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡
❢♦r ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ st❛❦❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜r♦❛❞❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥
r❡❢❡r❡♥❞❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ r❡❣✐♦♥❛❧ ✈♦t❡ s❤❛r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r♦❧❡
♦❢ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ r❡❢❡r❡♥❞❛✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥ts ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s✉❝❤ ♠♦t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ t♦ ❞❛t❡ ❤❛s ♠♦st❧② ❜❡❡♥ ❝♦♥✜♥❡❞
t♦ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
✸ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ ❤♦✇ ✈♦t❡rs ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✈♦t❡ ✐♥
❛ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✈♦t❡✳ ❲❡ s♦❧✈❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛❝❦✇❛r❞s✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✜rst t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥
✈♦t✐♥❣✳ ❱♦t✐♥❣ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ♣✉r❝❤❛s❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ■❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❛❧ ✐s ♣❛ss❡❞✱ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ s♦❝✐❡t② ❣❡t ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦
✽
♣❛② ❢♦r ✐t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ♣❛ss❡❞ ❜② s✉♣❡rs❝r✐♣t 1✱
❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ♥♦t ♣❛ss❡❞ ❜② s✉♣❡rs❝r✐♣t 0✳
✸✳✶ ❍♦✇ t♦ ✈♦t❡ ✐❢ ✈♦t✐♥❣
❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t❡rs ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡s✲
s✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✳ P♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st ❤❡ ♦r s❤❡ ❤❛s t♦ ♣❛② ❢♦r ✐t✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
♦❢ t❤❡ ✈♦t❡✳ ❙♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡❧❛t❡ t♦ ❤♦✇ t❤❡ ✈♦t❡r ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡
✈♦t✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ♦♥ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ✇❤✐❝❤
♦t❤❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐t② ❡♥❥♦② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❡✱ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❊①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉t✐❧✐t② ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ♣✉r❝❤❛s❡❞ t✐❝❦❡ts ✇❡ ❛♥❛❧②③❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❣r❛♥t✐♥❣ ❢r❡❡ ❛♥❞ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❢❛❝✐❧✐t②✱ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜②
❛ ❝♦♠♣✉❧s♦r② ❢❡❡ t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ♠❡♠❜❡r ♦❢ s♦❝✐❡t②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
❣♦♦❞ ✐s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❛ ♣r✐❝❡ τ > 0 ♣❡r ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t②✳✶
❖♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s t❛❦❡♥✱ ✈♦t❡r i ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
✉s❡ hi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳ ❍❡ ♦r s❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡s ❛ q✉❛s✐✲
❧✐♥❡❛r ❜❡♥❡✜t bi = wi(hi)+mi−Ti✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ mi ✐s ✈♦t❡r i✬s ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ Ti
✐s ✈♦t❡r i✬s ♣❛②♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ wi ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✉♣ t♦ s♦♠❡ s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜t w′i ✐s
③❡r♦✱ ❛♥❞ st❛②s ③❡r♦ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✉s❡✳ ❙✐♥❝❡ s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛t ❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s❛t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ ❜❡ hi = 0✳
■❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ✭✐s ♥♦t✮ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ti = t ✭Ti = τhi✮✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✉s❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② h1i ✭h
0
i ✮✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉s❡ ✐s ❝♦st❧❡ss ♦♥❝❡




i ) = 0✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧




i ) = τ ✐❢ w
′
i(0) > τ ✱
❛♥❞ ✐s h0i = 0 ✐❢ w
′
i(0) ≤ τ ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❡✜t bi✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t
✉t✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ b1i = wi(h
1
i ) +mi − t✱ ❛♥❞
✐♥ ❝❛s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞✱ b0i = wi(h
0
i ) +mi − τh
0
i ✳
❲❡ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r ai ❢♦r ✈♦t❡r i✳ ❚❤✐s
✈❡❝t♦r ❤❛s K ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❧❛❜❡❧❧❡❞ k = 1, 2, ..., K✳ ❋♦r ❛♥② ✈❡❝t♦r x✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡




i ✮ ❣✐✈❡s ✈♦t❡r i✬s





✶❚❤❡ ♣r✐❝❡ τ ✐s t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣❛②♠❡♥t ❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✉♥✐t ♦❢ ✉s❡✱ s❛② ♦♥❡ ✈✐s✐t t♦ ❛
❧♦❝❛❧ t❤❡❛t❡r✱ ♦♥❡ ❜✉s r✐❞❡✱ ♦r tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥s✳
✾
♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞
✐s ♣❛ss❡❞ ✐s ♥♦t ♣❛ss❡❞
✐♥ ❢❛✈♦r λib
1




i + ζi · a
0





i + ζi · a
1




i + (ζi +ψi) · a
0
i
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❯t✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t❡r i r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❤✐s ♦r ❤❡r ✈♦t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳
k = 1, 2, ..., K✱ ❞❡s❝r✐❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✈♦t❡r i✬s ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♦t❤❡r ✈♦t❡rs✬ ♠♦♥❡t❛r②
✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❡✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ q✉❛❧✐t②✱ ♦r t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ♣❛ss❡❞ ✭✐s ♥♦t ♣❛ss❡❞✮✳ ❚❤❡s❡
❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡ ♠❛② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r t♦ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✉t✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡
✜rst ❝❛s❡✱ ✈♦t❡r i ❡♥❥♦②s ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧tr✉✐s♠ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ✈♦t❡r i ❝❛sts ❤✐s ♦r ❤❡r ✈♦t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦t❤❡rs ♣r❡❢❡r✳ ❱♦t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈♦t❡r ✇❛♥ts t♦ ❛♥❞ ❡①♣❡❝ts t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s ✈✐❡✇✱ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ str❛♥❞ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡
❚✉❧❧♦❝❦✱ ✶✾✼✶❀ ❍✐❧❧♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮ ❤❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✈♦t✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡✱ ❛t
❧❡❛st ✐♥ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✉t✐❧✐t② ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s a1i ❛♥❞ a
0
i ♣r♦✈✐❞❡ ✉t✐❧✐t② ✐❢ t❤❡ ✈♦t❡r ✈♦t❡s
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ✭❛❣❛✐♥st✮ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳ ❊①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✈♦t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡ ❝❤❡❡r❧❡❛❞✐♥❣
✭❇r❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❍❛♠❧✐♥✱ ✶✾✾✽✮✱ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♦♥❡✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♦r ♣r♦t❡st
✈♦t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♣r♦t❡st✐♥❣✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✈♦t❡r i ❝♦♠❜✐♥❡s ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❧✐♥❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ▼♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts ②✐❡❧❞ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ λi > 0✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢
✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r ζi✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r ψi✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ζkiψki ≥ 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t❤❡② ✜♥❞





❢♦r ❛❧❧ k = 1, 2, ..., K✳ ❚❤✐s ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② s✐♥❝❡✱ ✐❢ ✈♦t❡r i ❤❛s ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✱ t❤✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤ts
ζki ≤ 0 ❛♥❞ ψki ≤ 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❝❤ ❛s s❛✈✐♥❣s ♦❢ ♦t❤❡rs ❝❛♥ t❛❦❡ ♦♥
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s s♣❧✐t ✐t ✐♥ t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✬s ✈♦t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❢♦✉r ❝❛s❡s ❝❛♥ ❛r✐s❡✱
✇✐t❤ ✉t✐❧✐t✐❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷
❱♦t❡r i ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ❜② ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❜st❛✐♥✲
✐♥❣ ❤❡ ♦r s❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♣❛ss❡s ❜② p1i ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
✷❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛❜st❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳
✶✵
❜② ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❜st❛✐♥✐♥❣ ❤❡ ♦r s❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♣❛ss❡s ❜② p0i ✳ ❚❤❡♥✱ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❤✐s ♦r ❤❡r ✈♦t❡





i ✳ ❚❤❡s❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♠❛② ❜✉t ♥❡❡❞ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❤✐s ♦r ❤❡r
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♦r ③❡r♦✱ ✐✳❡✳ pi = 0✳
✸
■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❈❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ i✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡ ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❤✐s ♦r ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐❢ ❤❡ ♦r s❤❡ ✈♦t❡s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦r ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
❣♦♦❞✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♣r♦❝✉r❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❵♥♦✬




i ) + ζi · (a
1
i




















■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✈♦t❡s ❢♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ yi ≥ 0✳




i ) − wi(h
0
i ) + τh
0
i − t ✐s
❛ ♠♦♥❡t❛r② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣❛✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ♦❜t❛✐♥s ✐❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r a1i − a
0
i ❝❛♣t✉r❡s ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ t❤❡ ✈♦t❡r s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ ❵♥♦✬ t♦ ❵②❡s✬✳
❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✿











✭✐✐✮ ❋♦r k = 1, 2, ..., K :















































✸■♥ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❢❛✐❧s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
t✐❡✳ ❚❤❡♥✱ p1
i
✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈♦t❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ i✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈♦t❡s ✐♥ ❢❛✈♦r ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ p0
i
✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r
✈♦t❡rs t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✈♦t❡s ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈♦t❡s ❜② ✶✳ ❋♦r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡✱ s❡❡ ❇ör❣❡rs ✭✷✵✵✹✮
❛♥❞ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❨✐❧❞✐r✐♠ ✭✷✵✶✵✮✳
✶✶

























λi (b1i − b
0
i








✭❜✮ ✐❢ pi = 0✱ t❤❡♥ yi T 0 ⇐⇒ ψi · (a1i − a0i ) T 0✳
Pr♦♦❢✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❧❛✐♠s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s ♦❢ yi T 0✱
✉s✐♥❣ ✭✶✮✳ 
❚❤❡ ✜rst ✐t❡♠ ✐♥ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ ✐s
str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ✈♦t❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦✇♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡st
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ P♦✐♥t ✭❛✮ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡♠ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ s♦❝✐❛❧
♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡✐r ❥♦✐♥t ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡② ❛r❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ♣♦✐♥t ✭❜✮ s❛②s t❤❛t ✐❢
s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ s♦♠❡ ❛s♣❡❝t ❛r❡ ③❡r♦✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤✐s ❛s♣❡❝t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐t❡♠ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♠♦t✐✈❡s✳ ❆ ✈♦t❡r ✇❤♦ ❤❛s ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ✇❤✐❝❤
❛r❡ str✐❝t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ✈♦t❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡r♥s ✇❤❡♥
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡♥ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦
❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥
❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛ ✈♦t❡r ✇✐t❤♦✉t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱ t❤❡
tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✿




i ) = 0 ❛♥❞ pi > 0✱ t❤❡♥











Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✭✐✮✳ 
❚❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❛r✐s❡s s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
❞♦✇♥ ❡q✉❛❧❧②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❧✐t❡r❛❧❧② ❤♦❧❞ ✐❢ pi ✐s ❡①❛❝t❧②
③❡r♦✱ ❜② ❛ tr❡♠❜❧✐♥❣ ❤❛♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✈♦t❡r s❤♦✉❧❞ st✐❧❧ ✈♦t❡ ❛s ✐❢ t❤✐s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❆♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✇✐❧❧ ❞❡❧✐✈❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t βi := piλi✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♠♦t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi := piζi +ψi✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡
❝♦♥❝❡r♥s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ✉♣ t♦ ❛
❝♦♠♠♦♥ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ❛s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ✐❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
✶✷
✭❛✮ ψi = 0✳
ζi = 0 ζi 6= 0
pi → 0
αi = 0 αi 6= 0
βi > 0 βi > 0
pi > 0
αi = 0 αi 6= 0
βi > 0 βi > 0
✭❜✮ ψi 6= 0✳
ζi = 0 ζi 6= 0
pi → 0
αi 6= 0 αi 6= 0
βi = 0 βi = 0
pi > 0
αi 6= 0 αi 6= 0
βi > 0 βi > 0
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t ✭❛✮
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✭❜✮✳
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ■❢ ✈♦t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βi > 0✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s✱ ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a1i − a
0





s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t yi < 0 ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t yi ≥ 0 ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✭✐✮✮✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ ✈♦t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ a1i −a
0
i ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s✱ ❢♦r s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢
♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts✱ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ t❤❛t
yi < 0 ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t yi ≥ 0✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡st✐♠❛t❡ αi 6= 0 ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✭✐✐✮✮✳
❚❛❜❧❡ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ♥♦t ♦r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱✹ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝❛s❡s
✇❤❡r❡ s♦❝✐❛❧ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ♥♦t ♦r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ r♦✇s r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ✈♦t❡r✬s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥
♦❢ ❤✐s ♦r ❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❍❡r❡✱ pi → 0 ✭pi > 0✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s
✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮✳
❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ❣✐✈❡s t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡❢t ❝❡❧❧ ♦❢ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮✱ ♥❡✐t❤❡r s♦❝✐❛❧ ♠♦t✐✈❡s ♥♦r
❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ αi = 0✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✈♦t❡r
❞♦❡s ♥♦t t❤✐♥❦ t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡ ❤❛s ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤✐s ♦r ❤❡r ✈♦t❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡sts
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ βi > 0✳ ❆s ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❡❧❧s ♠❛② ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦
♣❛♥❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❛t ✐s✱ ❛r❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳
❚♦ t❡st t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s❡s
❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿
❍✶ βi = 0✱
✹■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❜❡✐♥❣
③❡r♦✱ ψ
i






) = 0✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛② ❛r✐s❡ ❛❧s♦ ✐❢
❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✉t✳
✶✸
❍✷ αi = 0✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ βi > 0 ❢♦r ❍✶ ❛♥❞ αi 6= 0 ❢♦r ❍✷✳
❚❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ②✐❡❧❞ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✐t ♠❛② t✉r♥ ♦✉t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t
r❡❥❡❝t ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❆s ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✱ t❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥♥♦t
❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ λi > 0✱ ✇❤✐❝❤
st❛t❡s t❤❛t ✈♦t❡rs ❤❛✈❡ ❛ t❛st❡ ❢♦r ♠♦♥❡②✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♠✐❣❤t r❡❥❡❝t ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍✶ ❜✉t ♥♦t r❡❥❡❝t ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍✷✱ ❛s ✐♥ t❤❡
❧❡❢t ❤❛❧❢ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ✭❛✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
♥❡✐t❤❡r s♦❝✐❛❧ ♥♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
❚❤✐r❞✱ ✇❤❡♥ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍✶ ✐s ♥♦t r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍✷ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✱ ❛s ✐♥
t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ✭❜✮✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✈♦t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ ✈♦t❡rs ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✈♦t❡rs ❝❛r❡
❛❜♦✉t ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦t❤❡rs✱ t❤✐s ♠✉st ❜❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ψi 6= 0✳
■♥ t❤✐s ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✳
❋♦✉rt❤✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② r❡❥❡❝t ❜♦t❤ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❧❡♥❞✐♥❣ s✉♣♣♦rt
t♦ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ t❤✐s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐♥ t✇♦ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢ ♦❢ ♣❛♥❡❧
✭❛✮✱ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✱ ❜✉t s♦❝✐❛❧ ♠♦t✐✈❡s ❛❧♦♥❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a1i − a
0
i ✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❤❛❧❢ ♦❢ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮✱ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✈♦t❡rs ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦
❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ r❡❥❡❝ts ❜♦t❤ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣✿ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts
❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡✐t❤❡r ✈♦t❡rs ❞♦ ♥♦t ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡✐r
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇❡✐❣❤t αi =
piζi + ψi✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛s♣❡❝ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r
ai ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛r❡s ❛❜♦✉t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛t❡r♥❛❧✐s♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛s♣❡❝ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✈♦t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥str✉✲
♠❡♥t❛❧ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s pi > 0✳
❚♦ s✉♠ ✉♣✱ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍✶ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✈♦t✐♥❣✳ ❘❡❥❡❝t✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍✷ s❤♦✇s t❤❛t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✱
s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ♦r ❜♦t❤ ❛✛❡❝t t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧②✐♥❣
t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❞✉❡ t♦ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛t t❤❡ s❛♠❡
✶✹
♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞
✐s ♣❛ss❡❞ ✐s ♥♦t ♣❛ss❡❞
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s λib
1
i + (ζi +ψi) · a
1
i + di − ci λib
0
i + ζi · a
0
i +ψi · a
1
i + di − ci✈♦t❡r i
❛❜st❛✐♥s λib
1
i + ζi · a
1





i + ζi · a
0
i +ψi · a
−
i
✭❛✮ yi ≥ 0✳
♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞
✐s ♣❛ss❡❞ ✐s ♥♦t ♣❛ss❡❞
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s λib
1
i + ζi · a
1
i +ψi · a
0
i + di − ci λib
0
i + (ζi +ψi) · a
0
i + di − ci✈♦t❡r i
❛❜st❛✐♥s λib
1
i + ζi · a
1





i + ζi · a
0
i +ψi · a
−
i
✭❜✮ yi < 0✳
❚❛❜❧❡ ✸✿ ❯t✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t❡r i r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ♦r ❛❜st❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ ♣❛♥❡❧ ❛ ✭❜✮✱
t❤❡ ✈♦t❡r ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ✭❛❣❛✐♥st✮ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳
t✐♠❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍✶ ✐s ♥♦t r❡❥❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r②
❜❡♥❡✜ts ♦♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳
✸✳✷ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥
❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✈♦t❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦
✈♦t❡✱ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❜st❛✐♥s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s
t❛❦❡ ♦♥ ✈❛❧✉❡s a−
i
✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s a0i t❛❦❡♥ ♦♥ ✐❢ i
✈♦t❡s ❛❣❛✐♥st ❛♥❞ a1i t❛❦❡♥ ♦♥ ✐❢ i ✈♦t❡s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❘✐❦❡r ❛♥❞ ❖r❞❡s❤♦♦❦ ✭✶✾✻✽✮✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ❝♦sts
❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ci ❛♥❞ di✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❝♦sts ci ❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛st ♦♥❡✬s ❜❛❧❧♦t ♦r t❤❡
❡✛♦rt t♦ ♠❛❦❡ ✉♣ ♦♥❡✬s ♠✐♥❞ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❜❡♥❡✜ts di ❛r❡ ❛ ❝✐✈✐❝ ❞✉t②
♠♦t✐✈❡ ❢♦r ✈♦t✐♥❣✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❝♦♥❢❡rr❡❞ ❜② ❛❞❤❡r✐♥❣ t♦ ❛ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❛❞✈♦❝❛t❡s
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♥♦t ❜r❡❛❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣✲❢♦r♠❡❞ ❤❛❜✐t ♦❢
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦t❡r ❞♦❡s ♥♦t ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡♥❡✜t di ✐❢ ❤❡ ♦r s❤❡
❝❛sts ❛♥ ❡♠♣t② ♦r s♣♦✐❧t ❜❛❧❧♦t ❜✉t t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡ st✐❧❧ ✐♥❝✉rs t❤❡ ❝♦st ci ♦❢ ✈♦t✐♥❣✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛st✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣t② ❜❛❧❧♦t ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♥♦t t✉r♥✐♥❣ ♦✉t✳
❲❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❤✐s ♦r ❤❡r ✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ ✈♦t❡r ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡ ✇✐❧❧ ✈♦t❡
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ✭❛❣❛✐♥st✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐❢ yi ≥ 0 ✭yi < 0✮✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦t❡r✬s ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸✭❛✮ ❛♥❞
✭❜✮✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✸✭❛✮✱ ✇❤❡♥ yi ≥ 0✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t✐❡s
✶✺



























+ di − ci . ✭✷✮



































1 ✐❢ yi < 0
0 ♦t❤❡r✇✐s❡












































+ di − ci .
■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✇✐❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✈♦t❡ ✐❢ zi ≥ 0✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ t❛❦❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ✐❢ ♦♥❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢❡❡❧✐♥❣s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❜st❡♥t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡
❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ♦♥❡✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❛t ✐s✱ a−
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+ di − ci .
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ s❤♦✇s ❤♦✇ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱
s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❝♦sts ♦❢
✈♦t✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✿






















































✭✐✐✮ ❋♦r k = 1, 2, ..., K :
✶✻










































































































Pr♦♦❢✿ ❈❧❛✐♠ ✭✐✮✭❛✮✳ ❖❜s❡r✈❡ ✜rst t❤❛t p1i > 0 ✐♠♣❧✐❡s pi > 0✳ ❚❤✉s✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✶✭✐✮✱ b1i − b
0




i ) /(piλi) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ yi > 0✳ ❍❡♥❝❡✱ I
1
i = 1











iλi) + (ci − di)/(p
1
iλi)✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ yi > 0 ❛♥❞ zi > 0✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❧❛✐♠s
❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝✳ 
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♠♦♥❡t❛r② ❣❛✐♥s
❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✱ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
♠♦♥❡t❛r② ❧♦ss❡s ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt st❛t❡s
t❤❛t ✐❢ s♦♠❡ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❛♥❞ ✈♦t❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❤✐s ♦r ❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥✳
■❢ ci − di > 0✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ♥❡t ❝♦st ♦❢ ✈♦t✐♥❣✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❡✐t❤❡r ❛ s✉✣✲
❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✱ t❤❡♥ ❡✈❡♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♠♦♥❡t❛r②
st❛❦❡s ❞♦ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts
✇✐t❤ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ♥♦ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts✺ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛② ❛ ❜✐❣❣❡r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ t✉r♥♦✉t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
✺❆❧r❡❛❞② ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞ ❚✈❡rs❦② ✭✶✾✼✾✮ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♦❢t❡♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ r❛r❡ ❡✈❡♥ts✳ ❋♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❛✛❡❝t ❛♥ ❡❧❡❝t✐♦♥
♦✉t❝♦♠❡✱ s❡❡ ❉✉✛② ❛♥❞ ❚❛✈✐ts ✭✷✵✵✽✮✳
✶✼
❞❡❝✐s✐♦♥✳
■❢ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♠♦t✐✈❡s ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱
t❤❡♥ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ♥♦t
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧
s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡s❡ t✇♦
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ■❢✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ t♦
❛✛❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥str✉✲
♠❡♥t❛❧ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛tt❡r✳
❊✈❡♥ ❢♦r ci − di = 0✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛② ❛❜st❛✐♥✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✭✐✮ ✐♠♣❧✐❡s✿
❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳ ■❢ ci − di = 0✱ t❤❡♥ zi < 0 ✐❢


















































































■❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❣♦ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✇✐❧❧ ✈♦t❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ✐❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r✐✈❛t❡ ❣❛✐♥s ♦r ❧♦ss❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✱
❛♥❞ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❝♦♥❝❡r♥s ✐❢ ♣r✐✈❛t❡ ❣❛✐♥s ♦r ❧♦ss❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❛♥❣❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❤❡r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❜st❡♥t✐♦♥
♠❛② ♦❝❝✉r✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❝❛st✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦t❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡tt❡r ❢r♦♠ ❛ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛❜st❛✐♥✐♥❣✱




i ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢❡❡❧✐♥❣s ❢r♦♠ ❛❜st❡♥t✐♦♥ ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢❡❡❧✐♥❣s ❢r♦♠ ✈♦t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❝t✉❛❧❧②
❞♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❛♥❞
❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ❛❜st❛✐♥✐♥❣ ✐s ❛ ❝❤❡❛♣❡r ✇❛② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❜❡♥❡✜t
t❤❛♥ ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ♦♥❡✬s ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✐♥t❡r❡st✳
✹ ❉❛t❛
✹✳✶ ■♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●♦❡tt✐♥❣❡♥ ❤♦❧❞s r❡❢❡r❡♥❞❛ ❛♠♦♥❣ st✉❞❡♥ts ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② s❤♦✉❧❞
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ♣✉r❝❤❛s❡ ✢❛t r❛t❡ t✐❝❦❡ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ❵❙❡♠❡st❡rt✐❝❦❡ts✬✳ ❚❤❡s❡ t✐❝❦❡ts ❣✐✈❡
✶✽
❛❧❧ st✉❞❡♥ts ❛t t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② t❤❡ r✐❣❤t t♦ ✉s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡r✈✐❝❡ ❛s ♦❢t❡♥ ❛s t❤❡②
✇✐s❤✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ t✐❝❦❡t ✐s ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣r✐❝❡s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✉s❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ ❛ t✐❝❦❡t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✱ ✐ts ♣r✐❝❡ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛s
♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❢❡❡ ❢r♦♠ ❛❧❧ st✉❞❡♥ts ✇✐t❤ ✈❡r② ❢❡✇ ❡①❡♠♣t✐♦♥s✳
❘❡❢❡r❡♥❞❛ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❤❡❧❞ ②❡❛r❧② ♦✈❡r ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞❛②s ✐♥ ❏❛♥✉❛r②
❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❝❛♠♣✉s✱ ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ❜② ♠❛✐❧ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ❛ t✐❝❦❡t t♦ ❜❡
❛❝❝❡♣t❡❞✱ ❛ ❞♦✉❜❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉st ❜❡ ♣❛ss❡❞✿ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡s ♠✉st ❜❡
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛t ❧❡❛st ✶✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
st✉❞❡♥ts ♠✉st ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r✳
❲❡ ❛♥❛❧②③❡ ✈♦t❡s ♦♥ t✐❝❦❡ts ❢♦r r❡❣✐♦♥❛❧ tr❛✐♥s✱ ❧♦❝❛❧ ❜✉s❡s✱ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❛♠❡♥✐✲
t✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t✐❝❦❡t ✐s t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t ✇❤✐❝❤ ❣r❛♥ts ❢r❡❡ tr❛✈❡❧ ♦♥ ❧♦❝❛❧
tr❛✐♥s✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✷✵✵✹✳ ❯♥t✐❧ ✷✵✶✵✱ ✐t ❝♦✈❡r❡❞✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s✱
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ s❡r✈❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ✈♦t❡ ✐♥ ✷✵✶✵✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❛s ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❛✐♥ts ❢r♦♠ st✉❞❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐❝❡
❝❤❛r❣❡❞ ❜② ❉❡✉ts❝❤❡ ❇❛❤♥ ❢♦r ✐ts s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ t✐❝❦❡t ✇❛s
s♣❧✐t ✐♥ t✇♦✳ ❚❤❡ ✜rst t✐❝❦❡t ❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ♦✛❡r ❜② t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ▼❡tr♦♥♦♠ ❛♥❞
❈❛♥t✉s✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼❡tr♦❈❛♥ t✐❝❦❡t ✭t❤❡ tr❛❝❦s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s s♦❧✐❞ r❡❞
❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✱ ❛♥❞ ✇❛s ❛♣♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✵✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐❝❦❡t ❝♦✈❡r❡❞ t❤❡
tr❛❝❦s s❡r✈❡❞ ❜② ❉❡✉ts❝❤❡ ❇❛❤♥ ❛♥❞ t✇♦ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❇❛❤♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❇❛❤♥✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦♥ t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t ✇❛s
❤❡❧❞ ✐♥ ▼❛② ✷✵✶✵✳ ❚❤❡ t✐❝❦❡t ❝♦st ✹✷✳✷✹ ❡✉r♦s ♣❡r s❡♠❡st❡r✳ ❖❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✷✱✽✵✵
st✉❞❡♥ts r❡❣✐st❡r❡❞ ❛t t❤❛t t✐♠❡✱ ✷✺✪ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✱ ♦❢ ✇❤♦♠ ✼✼✪
✈♦t❡❞ ②❡s✳
■♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ②❡❛rs t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t ♣r♦♣♦s❛❧ ❛❣❛✐♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❛❧❧ tr❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❝✉❧t✉r❡
t✐❝❦❡t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✷✳ ■t ♦✛❡rs ❢r❡❡ ♦r ❤✐❣❤❧② ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❡♥tr❛♥❝❡
t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡❛t❡rs✱ ♠✉s❡✉♠s✱ ❛♥❞
❝♦♥❝❡rts✳ ❚❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ ❜✉s❡s ✇✐t❤✐♥ ●♦❡tt✐♥❣❡♥ ❛♥❞ t✇♦ ♥❡❛r❜②
✈✐❧❧❛❣❡s✱ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ♥♦✈❡❧t② ✐♥ ✷✵✶✸✳ ■♥ t❤❡ ✷✵✶✸ r❡❢❡r❡♥❞❛✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♣❡r
s❡♠❡st❡r ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ✽✳✺✺ ❡✉r♦s ❢♦r t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t✱ ✷✺✳✽✵ ❡✉r♦s ❢♦r t❤❡ ❜✉s
t✐❝❦❡t ❛♥❞ ✾✺✳✵✹ ❡✉r♦s ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✻✪ ♦❢ ❛❧♠♦st ✷✺✱✻✵✵
st✉❞❡♥ts t♦♦❦ ♣❛rt ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❡❢❡r❡♥❞❛ ✇❡r❡ ❝❧♦s❡✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t ❥✉st ♣❛ss❡❞ ✇✐t❤ ✺✸✪ ❛♣♣r♦✈❛❧✱ t❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t ❢❛✐❧❡❞ ✇✐t❤
✹✻✪ s✉♣♣♦rt✳ ❆♥ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✽✷✪ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t✳
✹✳✷ ❉❛t❛s❡t ■
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❉❛t❛s❡t ■ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡
❇❛❤♥ tr❛❝❦s ✐♥ ▼❛② ✷✵✶✵✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r
✶✾
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼❛♣
❚❤❡ tr❛❝❦s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛❤♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ▼❡tr♦❈❛♥ ✭s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡s✮ t✐❝❦❡ts✳ ❚❤❡
❣r❛② ❧✐♥❡s ❛r❡ st❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
✷✵
❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❉❛t❛s❡t ■
❆❧❧ ❱♦t❡ ♦♥ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t❂✶
❱❛r✐❛❜❧❡ ◆ ▼❡❛♥ ◆ ▼❡❛♥
❱♦t❡ ♦♥ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t ✶✶✽✾ ✵✳✼✵ ✽✷✽ ✶✳✵✵
❇❛❤♥ t✐❝❦❡t✿ ②❡s ✽✶✽ ✵✳✻✽ ✽✶✽ ✵✳✻✽
❙❛✈✐♥❣s♦ ✶✶✽✾ ✷✺✺✳✵✾ ✽✷✽ ✸✵✷✳✾✷
❖✇♥ ♣r✐❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞♣ ✶✶✷✺ ✻✾✳✼✻ ✼✽✸ ✼✷✳✸✶
❊①♣✳ ❛✈❡✳ ♣r✐❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞♥ ✶✵✾✾ ✻✸✳✷✵ ✼✻✹ ✻✸✳✵✸
▲❡✐s✉r❡✴✇♦r❦ ✶✶✽✾ ✵✳✵✻ ✽✷✽ ✵✳✵✻
❱✐s✐t✐♥❣ ♦t❤❡rs ✶✶✼✹ ✵✳✻✺ ✽✶✾ ✵✳✻✼
❋❡♠❛❧❡ ✶✶✼✻ ✵✳✺✼ ✽✶✼ ✵✳✺✹
❋r❡s❤♠❛♥ ✶✵✾✾ ✵✳✶✺ ✼✻✽ ✵✳✶✽
❆❧tr✉✐st✭−✮ ✶✵✼✹ ✵✳✶✹ ✼✹✶ ✵✳✶✸
❆❧tr✉✐st✭✰✮ ✶✵✼✹ ✵✳✸✹ ✼✹✶ ✵✳✸✸
Pr♦t❡st ✶✶✽✾ ✵✳✷✶ ✽✷✽ ✵✳✷✹
❈❤r✐st✐❛♥ ❉❡♠♦❝r❛ts ✾✶✶ ✵✳✷✶ ✻✹✺ ✵✳✷✷
❙♦❝✐❛❧ ❉❡♠♦❝r❛ts ✾✶✶ ✵✳✷✹ ✻✹✺ ✵✳✷✼
▲✐❜❡r❛❧ ❉❡♠♦❝r❛ts ✾✶✶ ✵✳✶✶ ✻✹✺ ✵✳✶✶
●r❡❡♥ ✾✶✶ ✵✳✸✺ ✻✹✺ ✵✳✸✸
▲❡❢t ✾✶✶ ✵✳✵✸ ✻✹✺ ✵✳✵✷
❖t❤❡r ♣❛rt✐❡s ✾✶✶ ✵✳✵✺ ✻✹✺ ✵✳✵✺
♦❙❛✈✐♥❣s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✸✱✽✵✵ ✇✐t❤ ❛ st❞✳ ❞❡✈✳ ♦❢ ✹✹✾✳✼✷ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞
✹✽✼✳✾✾ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈♦t❡rs❀ ♣♦✇♥ ♣r✐❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✼✺✵ ✇✐t❤ ❛ st❞✳ ❞❡✈✳ ♦❢
✻✺✳✷✷ ❛♥❞ ✻✹✳✶✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ♥❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞
✼✷✵ ✇✐t❤ ❛ st❞✳ ❞❡✈✳ ♦❢ ✹✼✳✾✷ ❛♥❞ ✹✻✳✼✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
♦❢ st✉❞❡♥ts✱ ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s ♦♥❧✐♥❡ s✉r✈❡② ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❯♥❧✐❦❡ ❡①✐t ♣♦❧❧s✱ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ♥♦♥✲✈♦t❡rs t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱
st✉❞❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥✈✐t❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥ ❛ ❧♦tt❡r② ✇✐t❤ ♣r✐③❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✷✺✵ ❡✉r♦s ❛♥❞ ✶✺
♣❛✐rs ♦❢ t✐❝❦❡ts t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝✐♥❡♠❛✳ ❚❤❡ s✉r✈❡② ✇❛s ♦♣❡♥ ❢r♦♠ ❏✉❧② ✻ ✉♥t✐❧ ◆♦✈❡♠❜❡r
✶✶✱ ✷✵✶✵✳
❙✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❉❛t❛s❡t ■ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts
♦❢ ✶✱✶✽✾ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ❝❧❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳✻ ❖❢ t❤❡s❡✱ ✽✷✽ st✉❞❡♥ts t♦♦❦ ♣❛rt ✐♥
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡rr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦t❡rs ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❜❛s❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧♠♦st ♦♥❡
s✐①t❤ ♦❢ ❛❧❧ ✈♦t❡rs ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈♦t❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢
②❡s ✈♦t❡s ✐s ✻✽✪ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ②❡s ✈♦t❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❧✐♥❣ ❜♦①✳
❚❤❡ ❦❡② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts
✐s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❛✈✐♥❣s ♦❢ ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡
s❛✈✐♥❣s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s t♦ ✈✐s✐t
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t✬s ♣❛r❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤✐s t✐❝❦❡t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✶✷ ♠♦♥t❤s ✇✐t❤ t❤❡
♣r✐❝❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t✳✼ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦t❡
✻❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳■ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
✼❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳■■ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡✲
✷✶
❜❡❧♦✇ ❚❛❜❧❡ ✹✱ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ tr✐♣s t♦
✈✐s✐t ♣❛r❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ tr✐♣ st✉❞❡♥ts ♠❛❦❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
t✇♦ ❧❛r❣❡r ❝✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ ●♦❡tt✐♥❣❡♥✱ ♥❛♠❡❧② ❍❛♥♥♦✈❡r ❛♥❞ ❑❛ss❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❧❡✐s✉r❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❡tr♦❈❛♥ t✐❝❦❡t ✭❋✐❣✉r❡ ✶✮✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❛✈✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡ ❛s ♥❡t s❛✈✐♥❣s✳ ■♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦
❜❡♥❡✜ts b1i − b
0
i ✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳
❆ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❛t st✉❞❡♥ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ t✐❝❦❡t ❢♦r
♦t❤❡r tr✐♣s t❤❛♥ ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❛✈✐♥❣s ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❡
❛s❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✈✐s✐t❡❞ ♣❡♦♣❧❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❤✐s ♦r ❤❡r ♣❛r❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡
t✐❝❦❡t✳ ❲❡ ❝♦❞❡❞ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐♥❝❡ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r②
s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡s❡ tr✐♣s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ③✐♣ ❝♦❞❡s ♦❢ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✈✐s✐t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇❛s ✈✐s✐t❡❞✳
❚❤❡ ❦❡② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❞❡s❝r✐❜❡
✇❤❡t❤❡r ❛ st✉❞❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦t❤❡rs ✐♥ ❤✐s ♦r ❤❡r ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐s
♦r ❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❡♥❡✜ts✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❛♥s✇❡rs t♦
t❤r❡❡ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛s❦s ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t
✇♦✉❧❞ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s❦s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t✬s ❜❡❧✐❡❢
❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❢❡❧❧♦✇ st✉❞❡♥ts✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ q✉❡st✐♦♥ ❛s❦s ❤♦✇
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✇❡✐❣❤t❡❞ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❤✐s ♦r ❤❡r ✈♦t❡✳ ■❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts✱
t❤❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧tr✉✐st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❧tr✉✐sts ✐s
t❤❡♥ s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦ t❤✐♥❦ t❤❛t st✉❞❡♥ts ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐❧❧ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤✐s t✐❝❦❡t
❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦ t❤✐♥❦ t❤❛t st✉❞❡♥ts ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐❧❧ ❧♦s❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛❧tr✉✐st✭✰✮ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ st✉❞❡♥t ✐s ❛♥ ❛❧tr✉✐st ❛♥❞ ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ❢❡❧❧♦✇
st✉❞❡♥ts ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
❛❧tr✉✐st✭−✮ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✳ ■❢ t❤❡ st✉❞❡♥t ❞✐❞ ♥♦t ✈♦t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ t❤✐r❞ q✉❡st✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧
✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧tr✉✐st✭✰✮ ❛♥❞
❛❧tr✉✐st✭✲✮ ❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r (a1i − a
0
i ) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r
❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ st✉❞❡♥ts t♦ ❡♥t❡r ❢r❡❡ t❡①t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠❛r②
r❡❛s♦♥s t♦ ✈♦t❡ ❢♦r ♦r ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t✳ ❚♦ ✉s❡ t❤✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❛ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦♣✐❝s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞✱ t❤r❡❡
r❛t❡rs ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦❞❡❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤❡t❤❡r ❛ t♦♣✐❝ ❞✐❞
❛♣♣❡❛r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❛t❡rs ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ③❡r♦
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst
♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳
✷✷
✐t❡♠✱ ❧❡✐s✉r❡✴✇♦r❦✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♦✉r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts✳ ■t ❝❛♣t✉r❡s
✇❤❡t❤❡r t❤❡ st✉❞❡♥t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧❡✐s✉r❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ✈✐s✐t✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡✱ s✉❝❤
❛s ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ♦r ✇♦r❦✲r❡❧❛t❡❞ ✉s❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡♠ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥t❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦t❡st ✿ s♦♠❡ st✉❞❡♥ts ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡✐r ✉♥✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡
♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ♦r ❢❡❛r❡❞ t❤❛t ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❢♦st❡r ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♣r✐♠❛r✐❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱
❜✉t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐❢ st✉❞❡♥ts str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ❝❛st ❛
♣r♦t❡st ✈♦t❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈♦t❡rs✱ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ st✉❞❡♥ts r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❧❡✐s✉r❡✴✇♦r❦ ❛♥❞
♣r♦t❡st ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✪ ❛♥❞ ✷✹✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐♥❝❧✉❞❡ ❣❡♥❞❡r✱ t❤❡ ♣❛rt② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
st✉❞❡♥t ✈♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✾ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st✉❞❡♥t ✐s ❛ ❢r❡s❤♠❛♥✳
❇❡✐♥❣ ❛ ❢r❡s❤♠❛♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜rst✲②❡❛r st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦♥❧② ❜❡❣❛♥
✉♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✾✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ t✐❝❦❡t ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ ②❡❛r ✇❤✐❝❤
❜✐❛s❡s t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦✇♥✇❛r❞s✳
✹✳✸ ❉❛t❛s❡t ■■
❉❛t❛s❡t ■■ ❝♦✈❡rs t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞❛ ♦♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ t✐❝❦❡ts t❤❛t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✸
❛♥❞ ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①✐t ♣♦❧❧s✳ ❆❢t❡r ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❧✐♥❣ ♣❧❛❝❡✱ st✉❞❡♥ts ✇❡r❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❜② ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② t❡❛♠ ❛♥❞ ❛s❦❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥ ❛ ♣❛♣❡r✲❜❛s❡❞
s✉r✈❡②✳ ❚♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛♥♦♥②♠✐t②✱ ❝✉❜✐❝❧❡s s✐♠✐❧❛r t♦ ♣♦❧❧✐♥❣ ❜♦♦t❤s ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞✳
P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞ ❜② ❛ ❧♦tt❡r② ✇✐t❤ ♣r✐③❡s ♦❢ ✷✵✵✱ ✶✵✵ ❛♥❞ ✺✵ ❡✉r♦s✳
❆❢t❡r ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❉❛t❛s❡t
■■ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✱✸✸✹ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❙✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❲✐t❤✐♥
♦✉r s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ②❡s ✈♦t❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ t✐❝❦❡ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛r❡s✳ ❚❤❡ st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❥✉st ♣❛ss❡❞ t❤❡
❜✉s t✐❝❦❡t✱ ✇❤✐❝❤ ♥❛rr♦✇❧② ♠✐ss❡❞ t❤❡ ✺✵✪ ❛♣♣r♦✈❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♦♥❡ s❡✈❡♥t❤ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ✈♦t❡s ❝❛st✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ♠✐♥♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥
❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳
P♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts b1i −b
0
i ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ ✉s❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢♦r t❤❡ t✐❝❦❡ts ✭❚❛❜❧❡ ✺✮✳ ❋♦r t❤❡ tr❛✐♥ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡ts✱
st✉❞❡♥ts ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♠❡♥✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛st ✶✷ ♠♦♥t❤s
❛♥❞ t❤❡ ②❡❛r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t✐❝❦❡t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t✱
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡ r❡❢❡rs t♦ t❡❛❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ❞✉r✐♥❣ t❡r♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ st✉❞❡♥ts
✇❡r❡ ❛s❦❡❞ ✐❢ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜✉② t❤❡ t✐❝❦❡t ❢♦r t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ✇❡r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ❜✉t ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣✉r❝❤❛s❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡ ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❜❛s✐s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡✈❡❛❧❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦
❜❡♥❡✜ts ❛❧♦♥❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ t✐❝❦❡t✳
✷✸
❚❛❜❧❡ ✺✿ ❙✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❉❛t❛s❡t ■■
❱❛r✐❛❜❧❡ ◆ ▼❡❛♥
❚r❛✐♥ t✐❝❦❡t
❚r❛✐♥ t✐❝❦❡t✿ ②❡s ✶✷✺✷ ✵✳✽✻
❲♦✉❧❞ ❜✉② ✐t ✶✷✹✽ ✵✳✻✹
◆❡✈❡r ✶✸✷✶ ✵✳✵✼
❘❛r❡❧② ✭≤ 5✴②❡❛r✮ ✶✸✷✶ ✵✳✶✼
❙♦♠❡t✐♠❡s ✭♠♦♥t❤❧②✮ ✶✸✷✶ ✵✳✸✷
❖❢t❡♥ ✭✇❡❡❦❧②✮ ✶✸✷✶ ✵✳✷✶
❱❡r② ♦❢t❡♥ ✭≥ 2✴✇❡❡❦✮ ✶✸✷✶ ✵✳✷✹
❙❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡rs ✐♠♣♦rt❛♥t ✶✷✾✷ ✵✳✹✼
❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✶✷✽✹ ✵✳✸✽
❇✉s t✐❝❦❡t♦
❇✉s t✐❝❦❡t✿ ②❡s ✶✷✹✻ ✵✳✺✶
❲♦✉❧❞ ❜✉② ✐t ✶✷✼✻ ✵✳✸✼
◆❡✈❡r ✶✸✷✾ ✵✳✹✵
❘❛r❡❧② ✭✶ ♦r ✷✴s❡♠❡st❡r✮ ✶✸✷✾ ✵✳✷✹
❙♦♠❡t✐♠❡s ✭♠♦♥t❤❧②✮ ✶✸✷✾ ✵✳✶✸
❖❢t❡♥ ✭✇❡❡❦❧②✮ ✶✸✷✾ ✵✳✵✾
❱❡r② ♦❢t❡♥ ✭≥ 2✴✇❡❡❦✮ ✶✸✷✾ ✵✳✶✹
❙❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡rs ✐♠♣♦rt❛♥t ✶✷✽✵ ✵✳✷✸
❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❜✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ✶✷✹✺ ✵✳✶✷
❈✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t
❈✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t✿ ②❡s ✶✷✽✸ ✵✳✺✹
❲♦✉❧❞ ❜✉② ✐t ✶✷✸✸ ✵✳✹✹
◆❡✈❡r ✶✷✸✹ ✵✳✺✻
❘❛r❡❧② ✭✶ ♦r ✷✴②❡❛r✮ ✶✷✸✹ ✵✳✷✺
❙♦♠❡t✐♠❡s ✭✸ t♦ ✺✴②❡❛r✮ ✶✷✸✹ ✵✳✶✷
❖❢t❡♥ ✭✻ t♦ ✶✵✴②❡❛r✮ ✶✷✸✹ ✵✳✵✹
❱❡r② ♦❢t❡♥ ✭> 10✴②❡❛r✮ ✶✷✸✹ ✵✳✵✸
❙❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡rs ✐♠♣♦rt❛♥t ✶✷✸✺ ✵✳✷✹
❖t❤❡rs s❤♦✉❧❞ ❣♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✶✷✵✶ ✵✳✷✾




❈❤r✐st✐❛♥ ❉❡♠♦❝r❛ts ✶✶✹✵ ✵✳✷✻
❙♦❝✐❛❧ ❉❡♠♦❝r❛ts ✶✶✹✵ ✵✳✷✾
▲✐❜❡r❛❧ ❉❡♠♦❝r❛ts ✶✶✹✵ ✵✳✵✹
●r❡❡♥ ✶✶✹✵ ✵✳✸✶
▲❡❢t ✶✶✹✵ ✵✳✵✺
❖t❤❡r ♣❛rt✐❡s ✶✶✹✵ ✵✳✵✺
❊❝♦♥♦♠✐❝ s❝✐❡♥❝❡s ✶✸✷✷ ✵✳✸✵





◆❛t✉r❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✶✸✷✷ ✵✳✵✽
❖t❤❡r ✜❡❧❞s ✶✸✷✷ ✵✳✵✸
♦ ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t r❡❢❡rs t♦ t❤❡
❧❡❝t✉r❡ ♣❡r✐♦❞✳
✷✹
❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t✐❝❦❡ts✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r (a1i − a
0
i ) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❝♦♥t❛✐♥s ❛s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❤✐s ♦r ❤❡r
✈♦t❡✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❛ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ▲✐❦❡rt s❝❛❧❡ r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ❵♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✬ t♦ ❵✐♠♣♦rt❛♥t✬✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛s❦❡❞ ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ♠♦t✐✈❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t ♦r str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦r ❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❛❧ ❧✐❢❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉s ♦r ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡ts✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ▲✐❦❡rt s❝❛❧❡✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ st✉❞❡♥ts ✇❤♦
r❡♣❧✐❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♦t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤✐s ❜✐♥❛r② ❝♦❞✐♥❣ ✐s ❛❧s♦
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❣❡♥❞❡r✱ ✜❡❧❞s ♦❢ st✉❞②✱✽ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛ ❢r❡s❤✲
♠❛♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ r❡✲
s♣♦♥❞❡♥t ✇♦✉❧❞ ✈♦t❡ ✐♥ ❛ ❢❡❞❡r❛❧ ❡❧❡❝t✐♦♥ ✐❢ t❤✐s ❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙✉♥❞❛②✳
✺ ❚❤❡ ❜✐❣ ♣✐❝t✉r❡
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
✺✳✶ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥
❚❤❡ ❜✐❣ ♣✐❝t✉r❡ t❤❛t ❡♠❡r❣❡s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣
❜✉t t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❜♦t❤ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s❡s ❍✶ ❛♥❞ ❍✷ ❛r❡ r❡✲
❢✉t❡❞✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡✐t❤❡r ✈♦t❡rs ❡①♣❡❝t t♦ ❤❛✈❡ ❛
♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ ♦r t❤❛t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣ ✐s ✇❡❛❦ ❢♦r ❛ ✈❛st
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✈♦t❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣✳
❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✷✵✶✵ ✈♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❇❛❤♥
t✐❝❦❡t✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
✇❤❡t❤❡r st✉❞❡♥ts ✉s❡❞ t❤❡ t✐❝❦❡t ❢♦r ✈✐s✐ts ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ t♦ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤♦♠ s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ ✈✐s✐t✐♥❣ ♣❛r❡♥ts ✇❡r❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡
♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ❛♥❞ ✇❤♦ ♥❡✐t❤❡r ✈✐s✐t ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐❝❦❡t ♥♦r ♠❡♥t✐♦♥
❧❡✐s✉r❡ ♦r ✇♦r❦✲r❡❧❛t❡❞ tr✐♣s ❛s ❧♦s❡rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥
❝❧❛ss✐❢② t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤♦♠ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ ✈✐s✐t✐♥❣ ♣❛r❡♥ts ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡
t✐❝❦❡t ❛s ✇✐♥♥❡rs✳ ❚❤♦s❡ ❢♦r ✇❤♦♠ s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ ✈✐s✐t✐♥❣ ♣❛r❡♥ts ❢❡❧❧ s❤♦rt ♦❢ t❤❡
♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ❜✉t ✇❤♦ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦t❤❡r tr✐♣s ❛r❡ ❛ ♠✐❞❞❧❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ ✐♥
✽❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦❧❧✐♥❣ st❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✉r✈❡② t❡❛♠ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥s
❞✉r✐♥❣ ♦♣❡♥ ❤♦✉rs ♦♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞❛②s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❛❝✉❧t✐❡s ♦❢ ▲❛✇✱ ❍✉♠❛♥✐t✐❡s✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛r❡ ♦✈❡rr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳
✷✺
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s❛② ❢♦r s✉r❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st✉❞❡♥t ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ♣r✐✈❛t❡❧② ❣❛✐♥❡❞ ♦r
❧♦st ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t✳ ❖❢ t❤❡ ✽✶✺ ✈♦t❡rs ✐♥ ❉❛t❛s❡t ■✱ ✷✹✪ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❧♦s❡rs ❛♥❞
✹✾✪ ❛s ✇✐♥♥❡rs✳
❋✐❣✉r❡ ✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ②❡s ✈♦t❡s ❢♦r ❧♦s❡rs✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥❞ ✇✐♥✲
♥❡rs✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ✈♦t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❣❛✐♥s✱ t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ ②❡s ✈♦t❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛rt✐❧❡ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✇✐♥✲
♥❡rs✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ✐s ✈❡r② ♠✉❝❤ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣✳ ❖✈❡r❛❧❧✱
✾✷✪ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥❡rs ✈♦t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ❛♥❞ ✼✺✪ ♦❢ t❤❡ ❧♦s❡rs ❛❣❛✐♥st✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡ ✇✐♥♥❡rs✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ②❡s ✈♦t❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✽✵✪ ✐♥ t❤❡ ✜rst q✉❛rt✐❧❡
t♦ ✾✽✪ ✐♥ t❤❡ ❧❛st✳




















 Quartile of savings greater than price
Loser Moderate sav.& add. gains 1st 2nd 3rd 4th
▲♦s❡rs✬ s❛✈✐♥❣s ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ♥❡✐t❤❡r ✈✐s✐t ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐❝❦❡t ♥♦r ♠❡♥t✐♦♥
❧❡✐s✉r❡✴✇♦r❦ ✉s❛❣❡✳ ❚❤❡ s❛✈✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ❛❧♦♥❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ♠❡♥t✐♦♥
♦t❤❡r tr✐♣s✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ❜❛rs r❡❢❡r t♦ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦s❡ s❛✈✐♥❣s ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✳
❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ str♦♥❣ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❛❧s♦ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❉❛t❛s❡t
■■✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ②❡s ✈♦t❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② t❤❡ ✈♦t❡r
✷✻
✉s❡❞ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t❤❛t ✇❛s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐❝❦❡t✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵✪
♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✉s❡❞ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ②❡s ✈♦t❡s
✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✹✪ ❛♥❞ ✸✷✪ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ♥❡✈❡r ✉s❡❞ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✳




















































































































































♦❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡ ❞✐✛❡r✿ ❘❛r❡❧②✱ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ❖❢t❡♥✱ ❛♥❞ ❱❡r② ♦❢t❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛t ♠♦st ✺ t✐♠❡s ❛
②❡❛r✱ ♠♦♥t❤❧②✱ ✇❡❡❦❧②✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡ ❛ ✇❡❡❦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t❀ ♦♥❝❡ ♦r t✇✐❝❡ ❛ s❡♠❡st❡r✱ ♠♦♥t❤❧②✱
✇❡❡❦❧②✱ ❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡ ❛ ✇❡❡❦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r t❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t ❛♥❞ ♦♥❝❡ ♦r t✇✐❝❡ ❛ ②❡❛r✱ ✸
t♦ ✺ t✐♠❡s ❛ ②❡❛r✱ ✻ t♦ ✶✵ t✐♠❡s ❛ ②❡❛r✱ > 10 t✐♠❡s ❛ ②❡❛r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t✳
❲❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✉s❡ ❝❛♥
❡①♣❧❛✐♥ ✈♦t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✉❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛s
♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ■♥ ❉❛t❛s❡t ■■✱ ✇❡ ❛s❦❡❞ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❜♦✉❣❤t t❤❡ t✐❝❦❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐❢ ✐t ✇❡r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ❜✉t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡✳ ■❢ ✈♦t✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤♦s❡ ✇❤♦ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r t♦ ❛❧s♦ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❜✉②
t❤❡ t✐❝❦❡t ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✈♦t❡❞ ❛❣❛✐♥st t♦ ❜❡ ✉♥✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❞♦ s♦✳ ❚❛❜❧❡ ✻ s❤♦✇s
t❤❛t ✾✸✪ t♦ ✾✻✪ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✈♦t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛ s❡♠❡st❡r t✐❝❦❡t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞❡❝❧✐♥❡
✷✼






◆♦ ✶✺✽ ✷✺✻ ✹✶✹
❨❡s ✶✶ ✼✺✺ ✼✻✻






◆♦ ✺✼✷ ✶✻✵ ✼✸✷
❨❡s ✷✶ ✹✹✶ ✹✻✷






◆♦ ✺✶✾ ✶✹✼ ✻✻✻
❨❡s ✷✼ ✹✾✺ ✺✷✷
❚♦t❛❧ ✺✹✻ ✻✹✷ ✶✱✶✽✽
❚❛❜❧❡ ✼✿ ❙♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡st ❛♠♦♥❣ ✇✐♥♥❡rs ❛♥❞ ❧♦s❡rs ✕ ❉❛t❛s❡t ■





◆♦ ✶✶✾ ✶✼ ✶✸✻
❨❡s ✶✷ ✷✸ ✸✺
❚♦t❛❧ ✶✸✶ ✹✵ ✶✼✶





◆♦ ✾ ✷✸✾ ✷✹✽
❨❡s ✷✸ ✶✵✵ ✶✷✸
❚♦t❛❧ ✸✷ ✸✸✾ ✸✼✶
▲♦s❡rs✬ s❛✈✐♥❣s ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ♥❡✐t❤❡r ✈✐s✐t ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐❝❦❡t ♥♦r ♠❡♥t✐♦♥
❧❡✐s✉r❡✴✇♦r❦ ✉s❛❣❡✳ ❲✐♥♥❡rs✬ s❛✈✐♥❣s ❝♦✈❡r t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✳
t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❜✉② ✐t ♣r✐✈❛t❡❧②✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ✷✸✪ t♦ ✷✼✪ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✈♦t❡❞ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ ❛ t✐❝❦❡t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❜✉② ✐t ♣r✐✈❛t❡❧② ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡✳ ❚❛❦❡♥
t♦❣❡t❤❡r✱ ✶✺✪ t♦ ✷✸✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✈♦t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛s ❝✐t✐③❡♥s t❤❛♥ t❤❡②
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✳
❲❡ ♥❡①t ❛♥❛❧②③❡ t❤♦s❡ ✈♦t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡✳
❚♦ t❡st t❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♥ ❉❛t❛s❡t ■ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧tr✉✐st✭✰✮ ❛♥❞ ❛❧tr✉✐st✭−✮✳
❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡ st✉❞❡♥ts ✇❤♦ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡② ❝❛r❡❞ ❛❜♦✉t ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts✬
❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❤❡✐r ✈♦t❡s ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤♦✉❣❤t t❤❛t st✉❞❡♥ts ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇♦✉❧❞
❣❛✐♥ ♦r ❧♦s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐❝❦❡t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✱ t❤❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❧♦st ♣r✐✈❛t❡❧②
t❤♦✉❣❤t t❤❛t ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐t ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡② ❝❛r❡❞ ❛❜♦✉t
t❤✐s ❣❛✐♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✈♦t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ♣r♦♠✐s❡❞ t❤❡♠
❤✐❣❤❡r ♣r✐✈❛t❡ s❛✈✐♥❣s t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❛ ❝❧❡❛r ♠❛❥♦r✐t② ✇❛s ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡
✈✐❡✇ t❤❛t ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❧♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t ♦r ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦t❡st ♠♦t✐✈❡s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r✐❝❡ ♦r ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡✬s ✇r✐t❡✲✐♥ s❡❝t✐♦♥✳
■♥ ❉❛t❛s❡t ■■✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❡❛❝❤
t✐❝❦❡t ❜✉t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜✉② ✐t ♣r✐✈❛t❡❧② ✇❤♦ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①✲
♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐❢
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t st❛t❡❞ t❤❛t ❛♥ ✐t❡♠ ✇❛s ❛t ❧❡❛st s♦♠❡✇❤❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❤✐s ♦r ❤❡r
❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❡s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❧❛t❡ t♦ ❛❧tr✉✐st✐❝ ❝♦♥❝❡r♥s t♦✇❛r❞ ♦t❤❡r
st✉❞❡♥ts ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♠♦♥ ❣♦♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ❛ r❡✲
s♣♦♥❞❡♥t ♥♦t❡s t❤❛t s❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ t✐❝❦❡t✳
✷✽
❚❛❜❧❡ ✽✿ ❱♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ❜✉t ✉♥✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❜✉②✿ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
❚r❛✐♥ ❇✉s ❈✉❧t✉r❡
❙♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ✷✸✺ ✶✹✼ ✶✹✼
◆❡✐t❤❡r s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♥♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ✷✶ ✶✵ ✵
❚♦t❛❧ ✷✺✻ ✶✺✼ ✶✹✼
❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ t✐❝❦❡ts s❛✈✲
✐♥❣s t♦ ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝ts ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t✱
str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t✱ ❛♥❞ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝✉❧✲
t✉r❛❧ ❧✐❢❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t ♦t❤❡rs s❤♦✉❧❞ ✈✐s✐t ❝✉❧t✉r❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❢♦r
t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ ❛ r❡s♣♦♥❞❡♥t s✉♣♣♦rts t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
❜❡♥❡✜ts t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ♦r s❤❡ ✇❛♥ts
t♦ str❡♥❣t❤❡♥ ❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❡ ♦r t❤❡ ❜✉s s②st❡♠✱ ♦r st❛t❡s✱ ♣❛t❡r♥❛❧✐st✐❝❛❧❧②✱ t❤❛t ♦t❤❡r
st✉❞❡♥ts s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❝✉❧t✉r❛❧ s❡r✈✐❝❡s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥✳✾ ❚❛❜❧❡ ✽ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡r②♦♥❡ ✇❤♦
s✉♣♣♦rt❡❞ t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❜✉② ✐t ♣r✐✈❛t❡❧② ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥
✾✵✪ ♦❢ t❤♦s❡ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ ♦r ❜✉s t✐❝❦❡t ❞❡s♣✐t❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦
❜✉② ✐t ♣r✐✈❛t❡❧② ❝❧❛✐♠❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹ s✉♠♠❛r✐③❡s ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ✼✼✪ t♦ ✽✼✪ ♦❢ ❛❧❧ ✈♦t❡s ❝❛♥
❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❛❧♦♥❡✳ ■♥ ❉❛t❛s❡t ■ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦s❡rs
✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ t✐❝❦❡t ❛♥❞ ✇✐♥♥❡rs ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✼✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞✐sr❡✲
❣❛r❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❛t❡❣♦r② s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❣❛✐♥ ♦r ❧♦s❡
❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t✳ ■♥ ❉❛t❛s❡t ■■ ❛ ✈♦t❡ ✐s r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✈♦t❡s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ t✐❝❦❡t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❤❡ ♦r s❤❡ ✇♦✉❧❞ ❜✉② ✐t
♣r✐✈❛t❡❧② ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛r❣❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✮✳ ❆❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝❛♥ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❡s✳ ❚❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ✉♥r❛t✐♦♥❛❧✐③❛❜❧❡ ♥♦ ✈♦t❡s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ♣❡r❝❡♥t✱
❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ✉♥r❛t✐♦♥❛❧✐③❛❜❧❡ ②❡s ✈♦t❡s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣❡r❝❡♥t✳✶✵
❲❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ✐t ✐s ♥♦t❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡sts ❛♥❞
✾❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♦r t❤❡ ❜✉s s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞✱ t♦ ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s ❛s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❛♥t✐♥❣ ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts t♦ ❝♦♥s✉♠❡
♠♦r❡ ❝✉❧t✉r❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ r❡✢❡❝t ❛ ❞❡s✐r❡ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛♥② ❛t ❝✉❧t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❨❡t ❛♥♦t❤❡r r❡❛✲
s♦♥ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥tr♦❧✳ ❙t✉❞❡♥ts ♠❛②
✇❛♥t t♦ ❝♦♠♠✐t t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❝✉❧t✉r❡✱ ❥✉st ❛s ❛ ✢❛t r❛t❡ ❣②♠ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡ t♦ ❡①❡r❝✐s❡ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ ✭❉❡❧❧❛❱✐❣♥❛ ❛♥❞ ▼❛❧♠❡♥❞✐❡r✱ ✷✵✵✻✮✳ ◆♦t❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❜✉②✐♥❣ t❤✐s t✐❝❦❡t ♣r✐✈❛t❡❧② ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ t❤✐s ♣r✐✈❛t❡
♣✉r❝❤❛s❡ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ st❛t❡ t❤❛t ♦t❤❡rs s❤♦✉❧❞ ❛tt❡♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ s✉❣❣❡sts
t❤❛t ♠♦st st✉❞❡♥ts s❛✇ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡✐r ❢❡❧❧♦✇ st✉❞❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳
✶✵❲❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ ❜②
♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡rs
♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❛r❡ ♠✐♥♦r✳
✷✾























Bahn ticket Train ticket Bus ticket  Culture ticket
Pocketbook voting                       Social preferences                         
and expressive motives
Unrationalized yesUnrationalized no
s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❜✉t✱ r❛t❤❡r✱ ♠❛② ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ✜❣✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t st❛t❡ t❤❛t ❛r♦✉♥❞ ✽✵✪ ♦❢ ❛❧❧ ✈♦t❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❛s❡ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s
♦♥❧② ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜t✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡r② ❢❡✇ ✈♦t❡s
t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ♦r s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦r t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r✳
❚♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦✇❡r ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s✱ ♥♦t❡ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✻ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r✐t② ♦❢ st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜♦✉❣❤t
t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t ♦r t❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t✱ ❛ ♠❛❥♦r✐t② s✉♣♣♦rt❡❞ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞❛✳ ❆s
❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s✱ ❢♦r ❛ s✐③❛❜❧❡ ♠✐♥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡rs✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❡s ✇❡r❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❞❛ ♦♥ t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ ❛♥❞ ❜✉s t✐❝❦❡ts s✉❣❣❡sts t❤❛t s✉❝❤ ♠♦t✐✈❡s ✇❡r❡
♣✐✈♦t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✈♦t❡ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ ♣✐✈♦t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳
❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ♦r ❜♦t❤✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥s✐❣❤ts ❢r♦♠ ♦✉r t❤❡♦r②✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s
✸✵
s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛s
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t t✇♦ r❡❢❡r❡♥❞❛ ✭❜✉s ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❡✮ ✇❡r❡ ❝❧♦s❡ ❛♥❞ t✇♦
r❡❢❡r❡♥❞❛ ✭❜♦t❤ tr❛✐♥ t✐❝❦❡ts✮ ✇❡r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥✳ ❱♦t❡rs ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ t♦
❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✈♦t❡s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛r✐s❡s ❛❧s♦
✐❢ st✉❞❡♥ts ❢♦r♠ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡tr♦s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❛♣♣r♦✈❛❧ r❛t❡s ❛r❡ r❡♠❛r❦✲
❛❜❧② st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳✶✶ ■♥ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❡s✱ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❧♦✇ ✭s❡❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✭✐✐✐✮✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ s♦✲
❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥❝❡❧s ♦✉t✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦t✐✈❡s ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✮✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣
❡①♣❧❛✐♥s ❛r♦✉♥❞ ✽✵✪ ♦❢ ✈♦t❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✇❛s ❝❧♦s❡
♦r ♥♦t✱ s✉❣❣❡sts t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❧❛② ❛ ❜✐❣❣❡r r♦❧❡ t❤❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳
✺✳✷ ❚❤❡ t✉r♥♦✉t ❞❡❝✐s✐♦♥
❲❡ ♥❡①t ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✈♦t❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ s❛✈✐♥❣s ✇❤❡♥
✈✐s✐t✐♥❣ ♣❛r❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ♣r❡s❡♥ts t✉r♥♦✉t s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❣❛✐♥s ❝♦♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ t✐❝❦❡t✿ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❧♦st
❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t❀ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ s❛✈✐♥❣s ✇❤♦ ♠❛② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♥❡tt❡❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❣❛✐♥
❢r♦♠ tr✐♣s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ t♦ ✈✐s✐t ♣❛r❡♥ts❀ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ ✈✐s✐t✐♥❣
♣❛r❡♥ts ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❡ ♣r✐❝❡✳ ❚❤♦s❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ❧❡❛st ❧✐❦❡❧②
t♦ ✈♦t❡❀ ❛❢t❡r t❤❛t✱ t✉r♥♦✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✭✐✮✱ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r st❛❦❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡✱ ✐♥
❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈♦t✐♥❣✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❛r❡
❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦ss ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ t✐❝❦❡t ✭✽✹✳✹✽ ❡✉r♦s✮✱
✇❤✐❧❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✇✐♥♥❡rs✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛✈✐♥❣s ❥✉st ❢r♦♠ ✈✐s✐t✐♥❣ ♣❛r❡♥ts ✐s ✺✽✻ ❡✉r♦s✳
❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr② ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t✉r♥♦✉t ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❛♠♦♥❣ ✇✐♥♥❡rs✳
✻ ❚❤❡ ✈♦t❡
✻✳✶ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥
❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛t ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t②
✶✶❇❡❢♦r❡ t❤❡ t✐❝❦❡t ✇❛s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ✐♥ ✷✵✶✵✱ t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦✈❡❞ ❜② ✽✵✪ ✐♥ ✷✵✵✽
❛♥❞ ✽✹✪ ✐♥ ✷✵✵✾✳ ■♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞❛ ✐♥ ✷✵✶✶ ❛♥❞ ✷✵✶✷✱ t❤❡ ❛♣♣r♦✈❛❧ r❛t❡s ✇❡r❡ ✽✵✪ ❛♥❞ ✽✷✪✳ ❚❤❡
❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t ♣❛ss❡❞ ♦♥❧② ♥❛rr♦✇❧② ✐♥ ✷✵✶✷ ✇✐t❤ ❛ ✺✶✪ s❤❛r❡ ♦❢ ②❡s ✈♦t❡s✳
✸✶













 Quartile of savings greater than price
Loser Moderate sav.& add. gains 1st 2nd 3rd 4th
▲♦s❡rs✬ s❛✈✐♥❣s ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ♥❡✐t❤❡r ✈✐s✐t ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐❝❦❡t ♥♦r ♠❡♥t✐♦♥
❧❡✐s✉r❡✴✇♦r❦ ✉s❛❣❡✳ ❋♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✇❤❡♥ ✈✐s✐t✐♥❣ ♣❛r❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡❀
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ♠❡♥t✐♦♥ ♦t❤❡r tr✐♣s✳
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ λi = λ✱ ζi = ζ✱ ψi = ψ✱ ❛♥❞ pi = p ❢♦r ❛❧❧ ✈♦t❡rs i✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ ❈❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❝♦✈❛r✐❛t❡s xi s✉❝❤ ❛s ❣❡♥❞❡r✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛✣❧✐❛t✐♦♥ ♦r ✜❡❧❞s ♦❢ st✉❞②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ρ
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛♥ ❡rr♦r t❡r♠ µi ✇✐t❤
❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞
❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✳















+ ρ · xi + µi . ✭✻✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
β✱ α ❛♥❞ ρ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜✐t r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✈♦t❡s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ✐❢ ❛♥❞
✸✷








i ) − ρ · xi✳ ▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t i ✈♦t❡s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡
t✐❝❦❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Φ (β (b1i − b
0




i ) + ρ · xi) , ✇❤❡r❡ Φ ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β = pλ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♠♦t✐✈❡s
♦♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦t❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
α = pζ + ψ ❛r❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❡s ♦♥ t❤✐s ❣❛✐♥✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r
t❡r♠ ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜✐t ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞✳
❲❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜t b1i − b
0
i s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ wi ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
✉s❡ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ t✐❝❦❡t ✐s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ■♥ ❉❛t❛s❡t ■ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❛✈✐♥❣s τh1i ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✇❤❛t
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✐♣s t❤❛t ✇❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❛❦❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✐❝❦❡t ✐♥ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t✳ ❲❡ ✉s❡ s❛✈✐♥❣s ♥❡t ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✱ τh1i−t✱ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
✶✷





ln (τh1i − t+ 1) ✐❢ τh
1
i − t ≥ 0
τh1i − t ✐❢ τh
1
i − t < 0 .
✭✼✮
❇② ✉s✐♥❣ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❞✐r❡❝t❧② ✇❡ ✇♦✉❧❞ r✐s❦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ✇❤✐❝❤ ❤❡❛✈②
✉s❡rs ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t✱ s✐♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉s❡ ♠✐❣❤t ❞r♦♣ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐❢ ♠❛r❣✐♥❛❧
❝♦st ✇❡r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✐♥
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦s❡ s❛✈✐♥❣s ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❛❞❞ ✰✶ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♥❡t s❛✈✐♥❣s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❛r❡ ✈❛❧✉❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧②✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ s✐♥❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ✉s❡ t❤❡ t✐❝❦❡t
r❛r❡❧② ♦r ♥♦t ❛t ❛❧❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t tr❛♥s❢♦r♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✳ ■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r ♥♦t t♦ ❢♦r❝❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛s s❡♣❛r❛t❡ r❡❣r❡ss♦rs✳
■♥ ❉❛t❛s❡t ■■✱ t❤❡ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜t ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡❛s✉r❡ ❜② ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛
✈♦t❡r ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ t✐❝❦❡t ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❝❛t❡❣♦r② ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✈♦t❡r ✇❤♦ ♥❡✈❡r ✉s❡s ✐t✳✶✸
❙♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② s✉r✈❡② r❡s♣♦♥s❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t❡ ✇❤❡t❤❡r
✶✷❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳■■■ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳







❜② ❛ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❥✉♠♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝❛t❡❣♦r② ✏♥❡✈❡r✑ t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝❛t❡❣♦r✐❡s
♦❢ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❡✱ r❛t❤❡r t❤❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ s❧♦♣❡ β✳
✸✸
❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛r❡s ❢♦r s♦♠❡ ✐ss✉❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡✱ s✉❝❤ ❛s ❜❡♥✲
❡✜ts ♦❢ ♦t❤❡rs ♦r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ❉❛t❛s❡t ■✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧tr✉✐st✭✰✮✱
❛❧tr✉✐st✭✲✮✱ ❛♥❞ ♣r♦t❡st ✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ■♥ ❉❛t❛s❡t ■■✱ ✇❡ ❝♦❞❡ ❛♥ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡ ✐❢ ❤❡ ♦r s❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡
❢♦✉r✲♣♦✐♥t ▲✐❦❡rt s❝❛❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐t❡♠ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r ❛ ✈♦t❡r ✇❤♦ st❛t❡s ✭❞♦❡s





i ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ ✭③❡r♦✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t
♦❢ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ st❛t❡s t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡ ❝❛r❡s
❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐ss✉❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❛ t✐❝❦❡t ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦t ♦♥❧② ✐❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤✐♥❦s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✈❛❧✉❡❞ ❜②
♦t❤❡r st✉❞❡♥ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❧✐❜❡rt❛r✐❛♥ r❡s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ❢♦r❝✲
✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ✉♣♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❙✉❝❤ ❧✐❜❡rt❛r✐❛♥ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❛② ❜❡ s♦❝✐❛❧ ♦r
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✱ ❥✉st ❛s ✇✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t✳
✻✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✐❝❦❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡
✉s✐♥❣ ♣r♦❜✐t ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ❢♦r ❉❛t❛s❡t ■ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❧❛♥❛✲
t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st ❛r❡ ❧♦❣ ♣♦s✳ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❛♥❞ ♥❡❣✳ ♥❡t
s❛✈✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡r t♦ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥t ✇❤♦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡✐♥❣ ③❡r♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❛✈✐♥❣s ♦♥ tr✐♣s t♦ ✈✐s✐t ♣❛r❡♥ts✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛②
❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts✳✶✹
❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❣ ♣♦s✳ ♥❡t s❛✈✐♥❣s s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥ ❛♥❞ ✐s s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t ❛t t❤❡ ✵✳✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❋r♦♠ ❝♦❧✉♠♥ ✭✷✮ ♦♥✇❛r❞s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧
❡✛❡❝t r❡♠❛✐♥s ✈✐rt✉❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐❢ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥t ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✵✳✻✲✵✳✼ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡ ✐♥
✶✹❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛s ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ♦♥❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡tt✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r
✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s +1 ❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✳ ❚❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
♥❡t s❛✈✐♥❣s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✾✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t♦ ✈♦t❡ ❢♦r t❤❡ t✐❝❦❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❛t t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡s❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✾✳ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r
❛❧❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ❆✳✶✲❆✳✻ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳
✸✹
❚❛❜❧❡ ✾✿ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t ✕ ❉❛t❛s❡t ■
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ❇❛❤♥ ❚✐❝❦❡t
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮
▲♦❣ ♣♦s✳ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✵✳✵✷✽✯✯✯ ✵✳✵✼✶✯✯✯ ✵✳✵✼✸✯✯✯ ✵✳✵✻✻✯✯✯ ✵✳✵✻✷✯✯✯
✭✹✳✽✺✮ ✭✺✳✺✾✮ ✭✺✳✶✺✮ ✭✸✳✼✽✮ ✭✸✳✻✹✮
◆❡❣✳ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✵✳✵✵✷✷✯ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✶✻
✭✶✳✾✽✮ ✭✵✳✶✽✮ ✭✵✳✺✷✮ ✭✶✳✹✽✮ ✭✶✳✺✼✮
▲❡✐s✉r❡✴✇♦r❦ ✵✳✵✼✸ ✵✳✵✸✵ ✵✳✵✸✵ ✵✳✵✸✹
✭✵✳✾✼✮ ✭✵✳✸✾✮ ✭✵✳✸✾✮ ✭✵✳✹✹✮
❱✐s✐t✐♥❣ ♦t❤❡rs ✵✳✸✵✹✯✯✯ ✵✳✸✶✸✯✯✯ ✵✳✷✼✾✯✯✯ ✵✳✷✽✶✯✯✯
✭✽✳✽✸✮ ✭✽✳✻✼✮ ✭✻✳✽✻✮ ✭✻✳✾✾✮
❋❡♠❛❧❡ ✵✳✵✺✺ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✺
✭✶✳✺✼✮ ✭✵✳✾✽✮ ✭✵✳✾✹✮








Ps❡✉❞♦ ❘2 ✵✳✷✸✷ ✵✳✸✷✶ ✵✳✸✹✹ ✵✳✹✸✽ ✵✳✹✹✷
▲♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✸✾✷✳✷ ✲✸✹✹✳✹ ✲✸✵✷✳✷ ✲✷✸✹✳✺ ✲✷✸✷✳✻
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✽✶✽ ✽✶✵ ✼✹✶ ✻✻✾ ✻✻✾
Pr♦❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥❀ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts❀ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶
❢♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ③✲st❛t✐st✐❝ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
❢❛✈♦r ✐❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✶✵✪✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s
✐♥t♦ s✐③❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦❧✉♠♥ ✭✺✮✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦t❡ ✐s ✸✷✪ ✐❢ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥t✬s s❛✈✐♥❣s ♦♥❧②
❝♦✈❡r t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✼✶✪ ✐❢ ❤✐s ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ♦❢
❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✽✷✪ ✐❢ ❤❡ s❛✈❡s ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞ ❡✉r♦s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ t✐❝❦❡t ♣r✐❝❡✳
❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡❣✳ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✐s ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛r✐❡s ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✲✽✹✳✹✽ ❛♥❞ ③❡r♦ ❡✉r♦s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✈✐s✐t✐♥❣ ♦t❤❡rs
✉s✐♥❣ t❤❡ t✐❝❦❡t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✲
✐♥❣s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t❡s✳
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❉❛t❛s❡t ■✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② r❡❥❡❝t ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s
❍✶✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♠♦t✐✈❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞✴♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s
✈♦t❡✿ ❜♦t❤ ❛❧tr✉✐s♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛rr② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥ ❛♥❞ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ❧❡❛st
❛t t❤❡ ✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ st✉❞❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r ❢❡❧❧♦✇
st✉❞❡♥ts✬ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡✐r ✈♦t❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts ✇✐❧❧ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❣❛✐♥ ♦r ❧♦s❡✱ t❤❡s❡ st✉❞❡♥ts ❛r❡✱ ❝❡t❡r✐s
✸✺
♣❛r✐❜✉s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢
t❤❡ t✐❝❦❡t✳ ❊①♣❡❝t✐♥❣ ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts t♦ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ t✐❝❦❡t ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✉s✐♥❣ ✐t ♦♥❡s❡❧❢ t♦ ✈✐s✐t ♦t❤❡r
♣❡♦♣❧❡ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ ♦♥❡✬s ♣❛r❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦t❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛rr✐❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
s✐❣♥ ❛♥❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✺ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t s♦♠❡ st✉❞❡♥ts
♣r♦t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ tr❛✐♥ ❝♦♠♣❛♥②✬s ♣r✐❝✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ❜② ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ t✐❝❦❡t✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s ❍✷✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ♥❡✐t❤❡r
s♦❝✐❛❧ ♥♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❢♦r ❉❛t❛s❡t ■✳
❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛tt✐t✉❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ✈♦t❡s✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❛rt② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✉r
♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❆❧❧ ❡❧s❡ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧✱ s✉♣♣♦rt❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛r❡ ♥♦t ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t❀ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ✭❚❛❜❧❡ ❆✳✼
✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s tr✉❡ ✇❤❡♥ ❣r♦✉♣✐♥❣ ♣❛rt✐❡s
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭❙♦❝✐❛❧ ❉❡♠♦❝r❛ts✱ ●r❡❡♥s✱ ❛♥❞ ▲❡❢t P❛rt②✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭❈❤r✐st✐❛♥
❉❡♠♦❝r❛ts ❛♥❞ ▲✐❜❡r❛❧ ❉❡♠♦❝r❛ts✮ ✐♥t♦ ❜❧♦❝s✳
❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ✭✺✮ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✇❡ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦
♠♦♥❡t❛r② s❛✈✐♥❣s ❛♥❞ ❛❧tr✉✐s♠ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ♣❧❛❝✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤✐s✱ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
s❛✈✐♥❣s ❛♥❞ ❛❧tr✉✐s♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❘✲sq✉❛r❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✾✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ♣❧♦ts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢
t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t ❢♦r ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✳ ❚❤✐s st✉❞❡♥t✬s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ②❡s r❡❛❝❤❡s ✺✵✪ ❛t ♥❡t s❛✈✐♥❣s ♦❢ ✶✵ ❡✉r♦s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ s✐♥❝❡ st✉❞❡♥ts ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥❡t ❣❛✐♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛✐r❧② ✐♥❞✐✛❡r❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❜r♦❦❡♥ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ Pr✭❛❧tr✉✐st✭✰✮✮ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ t✐❝❦❡t ✐s s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❜② ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
❛♠♦✉♥t ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❛r❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♦t❤❡rs ❛♥❞ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t
♦t❤❡r st✉❞❡♥ts ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ t❤❡ t✐❝❦❡t ❛t ❛❧❧✱
s✉❝❤ ❛ st✉❞❡♥t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ t✐❝❦❡t ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ t❤❛♥ t♦ r❡❥❡❝t
✐t✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ Pr✭❛❧tr✉✐st✭✲✮✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥
❛❧tr✉✐st ✇❤♦ ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t t❤❡ t✐❝❦❡t ✐s ❤❛r♠❢✉❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡sts ♦❢ ♦t❤❡rs✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤
s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ♦❢ ✶✹✵ ❡✉r♦s✱ s✉❝❤ ❛ st✉❞❡♥t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡ ❛❣❛✐♥st
t❤❡ t✐❝❦❡t t❤❛♥ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ✐t✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✱ ❜✉s ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡ts ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✵✱ ✶✶
❛♥❞ ✶✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r❡s✉❧ts r✐❣❤t ❛✇❛②✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ st✉❞❡♥ts ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡✐♥❣ ③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐s ♠❛❧❡
❛♥❞ ♥♦t ❛ ❢r❡s❤♠❛♥✱ ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡r st✉❞❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥✳
✸✻
































Pr(altruist(+)) Pr(non altruist) Pr(altruist(-))
♦Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✾✱ ❝♦❧✉♠♥ ✭✺✮✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ✐♥ ❡✉r♦s✳ ❆❧❧ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①❝❡♣t ❛❧tr✉✐st✭✰✮
❛♥❞ ❛❧tr✉✐st✭✲✮ ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ Pr✭♥♦♥ ❛❧tr✉✐st✮ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ st❛t❡s t❤❛t ❤❡ ❞✐❞
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦t❤❡rs ✐♥ ❤✐s ✈♦t❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ Pr✭❛❧tr✉✐st✭✰✮✮ ✭Pr✭❛❧tr✉✐st✭✲✮✮✮ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦t❤❡rs ✐♥ ❤✐s ✈♦t❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ♦t❤❡rs ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❣❛✐♥ ✭❧♦s❡✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t✳
❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡ ✐s ✏♥❡✈❡r✑✳
❖✉r ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥s ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✿ t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ t✐❝❦❡t str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧
✉s❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t
t❤❡ ✵✳✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t s✐③❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ st✉❞❡♥t ✇❤♦ ✉s❡s t❤❡
❜✉s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ♣❡r ✇❡❡❦ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✵ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ t❤✐s t✐❝❦❡t t❤❛♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥t ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❜✉s✳ ❚❤✉s✱
❛❧s♦ ❢♦r ❉❛t❛s❡t ■■✱ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s ❍✶ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣t✉r✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞✴♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❧s♦
s❤♦✇ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤♦s❡ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r s❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡r
✸✼
❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❚r❛✐♥ t✐❝❦❡t ✕ ❉❛t❛s❡t ■■
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ❚r❛✐♥ ❚✐❝❦❡t
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮
❘❛r❡❧② ✭≤ 5✴②❡❛r✮ ✵✳✹✷✽✯✯✯ ✵✳✸✽✾✯✯✯ ✵✳✸✾✸✯✯✯ ✵✳✸✼✸✯✯✯
✭✼✳✸✺✮ ✭✻✳✸✻✮ ✭✻✳✼✸✮ ✭✻✳✷✶✮
❙♦♠❡t✐♠❡s ✭♠♦♥t❤❧②✮ ✵✳✻✺✼✯✯✯ ✵✳✻✹✽✯✯✯ ✵✳✻✽✵✯✯✯ ✵✳✻✼✻✯✯✯
✭✶✸✳✵✺✮ ✭✶✶✳✼✷✮ ✭✶✸✳✺✻✮ ✭✶✸✳✶✹✮
❖❢t❡♥ ✭✇❡❡❦❧②✮ ✵✳✼✵✶✯✯✯ ✵✳✻✾✽✯✯✯ ✵✳✼✹✾✯✯✯ ✵✳✼✹✺✯✯✯
✭✶✹✳✶✵✮ ✭✶✷✳✹✺✮ ✭✶✹✳✻✶✮ ✭✶✹✳✶✾✮
❱❡r② ♦❢t❡♥ ✭≥ 2✴✇❡❡❦✮ ✵✳✼✵✾✯✯✯ ✵✳✼✵✾✯✯✯ ✵✳✼✻✻✯✯✯ ✵✳✼✻✵✯✯✯
✭✶✹✳✸✾✮ ✭✶✷✳✼✵✮ ✭✶✺✳✶✾✮ ✭✶✹✳✻✾✮
❋❡♠❛❧❡ ✵✳✶✶✾✯✯ ✵✳✵✾✵✯ ✵✳✵✼✹✯
✭✸✳✵✶✮ ✭✷✳✹✹✮ ✭✷✳✵✹✮
❋r❡s❤♠❛♥ ✲✵✳✵✼✺✯ ✲✵✳✵✹✸ ✲✵✳✵✷✾
✭✲✷✳✶✵✮ ✭✲✶✳✸✾✮ ✭✲✵✳✾✷✮




Ps❡✉❞♦ ❘2 ✵✳✷✽✺ ✵✳✷✾✼ ✵✳✸✹✷ ✵✳✸✻✹
▲♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✸✺✻✳✷ ✲✸✸✹✳✹ ✲✷✾✽✳✶ ✲✷✼✼✳✾
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✶✷✹✼ ✶✶✾✶ ✶✶✻✸ ✶✶✹✺
Pr♦❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥❀ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts ❞✉❡ t♦
❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ③✲st❛t✐st✐❝ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳
✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
st✉❞❡♥ts ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✐❝❦❡t ✇✐t❤ ❛
❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦r
str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t ♦r t❤❡ ❜✉s t✐❝❦❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s tr✉❡
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❛❧
❧✐❢❡ ♦r ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ♦t❤❡rs t♦ ✈✐s✐t t❤❡s❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡✐r ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳✶✺ ❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s ❍✷ ✐s ❛❧s♦
r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❉❛t❛s❡t ■■✳
❋r❡s❤♠❡♥ ❛r❡✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❜✉s ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❡
t✐❝❦❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❢r❡s❤♠❡♥✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡ r❡❢❡r t♦
❛ s❤♦rt❡r t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦r ♠✐❣❤t ❝♦✈❡r s♦♠❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ✇❡r❡ ♥♦t ②❡t ✐♥ ●♦❡tt✐♥❣❡♥✱
✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣✳
❆s ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞② ✭❚❛❜❧❡ ❆✳✽ ✐♥ t❤❡
✶✺❆ s✐♠✐❧❛r ♣✐❝t✉r❡ ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❝♦♠✲
♣❛ss✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❛t ❧❡❛st s♦♠❡✇❤❛t ✐♠♣♦rt❛♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♠♦t✐✈❡s t❤❛t ✇❡r❡
✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s♣❧❛② s♠❛❧❧❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts t❤❛♥ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✵✲
✶✷✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡ts ♦❢ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r
s♦♠❡♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠♦t✐✈❡ ✉♥✐♠♣♦rt❛♥t✱ s♦♠❡✇❤❛t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♦r ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
r❡♠❛✐♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡✳
✸✽
❚❛❜❧❡ ✶✶✿ ❇✉s t✐❝❦❡t ✕ ❉❛t❛s❡t ■■
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ❇✉s ❚✐❝❦❡t
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮
❘❛r❡❧② ✭✶ ♦r ✷✴s❡♠❡st❡r✮ ✵✳✷✹✶✯✯✯ ✵✳✷✸✼✯✯✯ ✵✳✷✶✼✯✯✯ ✵✳✷✵✸✯✯✯
✭✻✳✾✹✮ ✭✻✳✻✼✮ ✭✻✳✶✺✮ ✭✺✳✻✹✮
❙♦♠❡t✐♠❡s ✭♠♦♥t❤❧②✮ ✵✳✹✶✺✯✯✯ ✵✳✹✸✾✯✯✯ ✵✳✹✶✻✯✯✯ ✵✳✹✶✶✯✯✯
✭✾✳✽✶✮ ✭✾✳✽✹✮ ✭✽✳✼✾✮ ✭✽✳✶✾✮
❖❢t❡♥ ✭✇❡❡❦❧②✮ ✵✳✺✾✼✯✯✯ ✵✳✻✶✸✯✯✯ ✵✳✻✶✼✯✯✯ ✵✳✺✽✼✯✯✯
✭✶✹✳✽✽✮ ✭✶✹✳✹✺✮ ✭✶✸✳✺✽✮ ✭✶✶✳✸✽✮
❱❡r② ♦❢t❡♥ ✭≥ 2✴✇❡❡❦✮ ✵✳✼✵✻✯✯✯ ✵✳✼✷✻✯✯✯ ✵✳✼✹✹✯✯✯ ✵✳✼✷✽✯✯✯
✭✷✼✳✺✺✮ ✭✷✻✳✶✺✮ ✭✷✹✳✸✾✮ ✭✷✵✳✶✼✮
❋❡♠❛❧❡ ✲✵✳✵✵✶ ✲✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✼
✭✲✵✳✵✹✮ ✭✲✵✳✷✼✮ ✭✵✳✷✾✮
❋r❡s❤♠❛♥ ✵✳✵✼✾✯✯ ✵✳✵✽✶✯✯ ✵✳✵✻✼✯
✭✷✳✼✺✮ ✭✷✳✾✷✮ ✭✷✳✹✹✮
❙❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡rs ✵✳✷✵✹✯✯✯ ✵✳✶✺✽✯✯✯
✭✺✳✸✻✮ ✭✹✳✵✼✮
❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❜✉s s②st❡♠ ✵✳✹✶✽✯✯✯
✭✺✳✽✼✮
Ps❡✉❞♦ ❘2 ✵✳✷✷✹ ✵✳✷✸✷ ✵✳✷✺✷ ✵✳✷✽✺
▲♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✻✻✽✳✶ ✲✻✷✾✳✸ ✲✺✽✾✳✶ ✲✺✸✾✳✶
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✶✷✹✷ ✶✶✽✸ ✶✶✸✼ ✶✵✾✵
Pr♦❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥❀ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦
✶ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ③✲st❛t✐st✐❝ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
❚❛❜❧❡ ✶✷✿ ❈✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t ✕ ❉❛t❛s❡t ■■
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ❈✉❧t✉r❡ ❚✐❝❦❡t
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮
❘❛r❡❧② ✭✶ ♦r ✷✴②❡❛r✮ ✵✳✸✼✻✯✯✯ ✵✳✸✽✾✯✯✯ ✵✳✸✺✺✯✯✯ ✵✳✷✾✵✯✯✯
✭✶✶✳✻✼✮ ✭✶✶✳✶✽✮ ✭✾✳✻✵✮ ✭✻✳✽✸✮
❙♦♠❡t✐♠❡s ✭✸ t♦ ✺✴②❡❛r✮ ✵✳✺✼✽✯✯✯ ✵✳✻✶✶✯✯✯ ✵✳✺✾✼✯✯✯ ✵✳✺✼✷✯✯✯
✭✶✽✳✺✼✮ ✭✶✺✳✽✸✮ ✭✶✸✳✷✽✮ ✭✼✳✽✵✮
❖❢t❡♥ ✭✻ t♦ ✶✵✴②❡❛r✮ ✵✳✻✸✹✯✯✯ ✵✳✻✽✼✯✯✯ ✵✳✻✾✸✯✯✯ ✵✳✻✹✾✯✯✯
✭✶✼✳✼✽✮ ✭✶✹✳✻✽✮ ✭✶✷✳✵✾✮ ✭✹✳✾✹✮
❱❡r② ♦❢t❡♥ ✭> 10✴②❡❛r✮ ✵✳✻✵✺✯✯✯ ✵✳✻✼✺✯✯✯ ✵✳✻✹✵✯✯✯ ✵✳✺✷✷✯✯
✭✶✸✳✺✾✮ ✭✶✷✳✹✷✮ ✭✼✳✾✻✮ ✭✷✳✾✺✮
❋❡♠❛❧❡ ✵✳✵✼✸✯✯ ✵✳✵✼✶✯ ✵✳✵✶✾
✭✷✳✻✺✮ ✭✷✳✺✸✮ ✭✵✳✽✵✮
❋r❡s❤♠❛♥ ✵✳✶✵✶✯✯ ✵✳✶✵✾✯✯ ✵✳✵✽✹✯
✭✸✳✵✶✮ ✭✸✳✶✼✮ ✭✷✳✺✽✮
❙❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡rs ✵✳✷✻✷✯✯✯ ✵✳✶✵✹✯
✭✻✳✷✶✮ ✭✷✳✹✵✮
❖t❤❡rs s❤♦✉❧❞ ❣♦ ✵✳✹✸✸✯✯✯
✭✺✳✽✸✮
❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❡ ✵✳✹✺✸✯✯✯
✭✽✳✼✹✮
Ps❡✉❞♦ ❘2 ✵✳✶✾✷ ✵✳✶✾✶ ✵✳✷✶✺ ✵✳✹✹✵
▲♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✻✻✹✳✼ ✲✻✸✸✳✼ ✲✺✼✶✳✶ ✲✸✼✽✳✼
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✶✶✽✾ ✶✶✸✶ ✶✵✺✺ ✾✽✽
Pr♦❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥❀ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦
✶ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ③✲st❛t✐st✐❝ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
✸✾
s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ♠❛tt❡r
♠✉❝❤ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t❡s✳ ❖♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❡❧❞s s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts
♦♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ r♦❜✉st✳ ❆❧❧ ❡❧s❡ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧✱
st✉❞❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥✐t✐❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡
❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ st✉❞❡♥ts
✐♥ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s ✇❤♦ st✉❞② ❝✉❧t✉r❡✲r❡❧❛t❡❞ s✉❜❥❡❝ts✳
❚❤❡ str♦♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐s r♦❜✉st t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♣❛rt② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✭❚❛❜❧❡s ❆✳✾ ❛♥❞ ❆✳✶✵ ✐♥
t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥ ❛♥❞ ❜✉s t✐❝❦❡ts
❛♣♣❡❛rs q✉✐t❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❛rt② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳✶✻ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t s✉♣♣♦rt ❢♦r
t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ✐s ❧❛r❣❡r ❛♠♦♥❣ s✉♣♣♦rt❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛❧s♦ ✐❢ ✇❡ ❣r♦✉♣ ♣❛rt✐❡s ✐♥t♦ ❛ ❧❡❢t ❜❧♦❝ ❛♥❞ ❛ r✐❣❤t
❜❧♦❝✳ ❚❤❡ ♦♥❧② st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛rt② ❜❧♦❝s ✐s t❤❛t s✉♣♣♦rt❡rs ♦❢ t❤❡
❧❡❢t ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❝✉❧t✉r❡ t✐❝❦❡t✳
❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡r♥ ✇✐t❤ s✉r✈❡② ❞❛t❛ ✐s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥s✇❡rs✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❛r✐s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧
❞❡s✐r❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✇♦♥❞❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❣❡♥✉✐♥❡❧② ❝❛r❡
❢♦r ♦t❤❡rs ♦r ✐❢ t❤❡② ❥✉st ❢❡❡❧ s♦❝✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ t♦ st❛t❡ t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s❡s s❤♦✇ t❤❛t st❛t❡❞ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛❧tr✉✐s♠ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❤❛✈❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✱
❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♠♦st ✈♦t❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts✳
❋r♦♠ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ r❡✈❡rs❡ ❝❛✉s❛❧✐t②✱
♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦r s❛♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❆ r❡✈❡rs❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ✐❢
t❤♦s❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ t✐❝❦❡t ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r ♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡st ❡①
♣♦st r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜② ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥✲
❝❡r♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s ♦♣❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤② t❤❡② ✈♦t❡❞ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s t❤❛t ✇❡ ✉s❡✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛♥ ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐✲
s✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥ ✐ss✉❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡②s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞❡♥t
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✈♦t❡rs ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ♦✈❡rr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❉❛t❛s❡t
■✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ ♥♦♥✈♦t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡♠❡st❡r t✐❝❦❡ts s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣❧❛② ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❡♥r♦❧❧ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●♦❡tt✐♥❣❡♥✳ ❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
t❤✐♥❦ t❤❛t ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ s❡r✐♦✉s❧② ❜✐❛s ♦✉r r❡s✉❧ts✳
✶✻❚❤❡ ♦♥❧② st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ✇❡ ✜♥❞ ✐s t❤❛t ▲✐❜❡r❛❧ ❉❡♠♦❝r❛ts ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦
s✉♣♣♦rt t❤❡ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✶✵✮✳
✹✵
❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s♦ ❢❛r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡
♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s❡s ❍✶ ❛♥❞ ❍✷ ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❜✉t s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s
❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ s✐③❡❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦t✐✈❡s ✐s ♣r❡✈❛❧❡♥t❀ t❤❡② ❛r❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❲❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✈♦t✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣✉r❡❧②
❡①♣r❡ss✐✈❡✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts ♦♥ ✈♦t✐♥❣ s❤♦✇s t❤❛t ❡✐t❤❡r
✈♦t❡rs ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡✐r ❜❡✐♥❣ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✱
❛s ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❤❛❧❢ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✭❜✮✱ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t ❛♥❞ ❛❧tr✉✐s♠
❛♥❞ ♣r♦t❡st ♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱ ❛s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✭❛✮✳
✼ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ✐♥❞✉❝❡❞
st✉❞❡♥ts t♦ ✈♦t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❉❛t❛s❡t ■✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦
❝♦♥t❛✐♥s r❡s♣♦♥s❡s ❜② ♥♦♥✲✈♦t❡rs✳
✼✳✶ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥
❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛s ❜❡❢♦r❡ t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦✉t❝♦♠❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ λi = λ✱
ζi = ζ✱ ψi = ψ✱ p
1
i = p
1✱ ❛♥❞ p0i = p
0 ❢♦r ❛❧❧ i✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ✭✼✮ t♦ q✉❛♥t✐❢②
b1i − b
0




i ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr♦❧s xi ❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r t❡r♠
νi ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s
❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡ di− ci✱ t❤❡ ♥❡t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✈♦t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦✇ ♦♥❡ ✈♦t❡s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✈♦t❡✳ ❋✐rst✱
❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈♦t❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
s❡❧❢✲r❡♣♦rt❡❞ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✈♦t❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ❲❡ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② t✇♦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs Ia1i ❛♥❞ I
a0




i ✮ ❡q✉❛❧s ♦♥❡ ✐❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t❡❞ ♦r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈♦t❡❞ ②❡s ✭♥♦✮✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
st❛t❡❞ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✈♦t❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♠✐❣❤t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦t❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❝❛st ❤❛❞ t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ✈♦t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡
❢♦r t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r Ib1i
✭Ib0i ✮ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s τh
1
i − t ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✱
❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❘❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ■t ✇♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ t♦ ✐♥t❡r❛❝t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♦✲
❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❜❛s❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✹✶
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✐♥t❡r❛❝t ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs Ib1i ❛♥❞ I
b0
i ✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a1i −a
0




































+ σ · xi + νi .
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳
■t ②✐❡❧❞s ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts δ1 = p1λ✱ δ0 = p0λ✱ γ1 = p1ζ + ψ✱ γ0 =
−(p0ζ+ψ)✱ ❛♥❞ σ✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s ♦♥ t❤❡ ♥❡t ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❡t ❧♦ss (t− τh1i ) t♦
❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣r❡ss♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② st❛❦❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ ♦♥❧② ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✱ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γ1 ❛♥❞ γ0✳
✼✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts✳✶✼ ❲❡ s❡❡ ❛ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❣ ♣♦s✳ st❛❦❡s✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r Ib1i ln (τh
1
i − t+ 1)✱
t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t ♦♥ tr✐♣s
t♦ ♣❛r❡♥ts✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r♦❜✉st t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ✶✵✪ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t r❛✐s❡s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❜② 0.3 t♦ 0.4 ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❝♦❧✉♠♥ ✭✺✮✱ ❢♦r ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥t✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✉r♥♦✉t ❢r♦♠ ✺✹✪ ❛t ♥❡t s❛✈✐♥❣s ♦❢ ③❡r♦ t♦ ✽✵✪ ❛t ❛✈❡r❛❣❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s
❛♥❞ t♦ ✽✻✪ ❛t ♥❡t s❛✈✐♥❣s ♦❢ ❛ t❤♦✉s❛♥❞ ❡✉r♦s✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡❣✳ st❛❦❡s✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r Ib0i (t− τh
1
i )✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♠♦♥❡t❛r② ❧♦ss ✐♥✢✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥✳ ■t ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥
t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥s ❜✉t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤
st❛❦❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s✿ t❤❡
❧❛tt❡r ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ②❡❛r❧② ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ✽✹✳✹✽ ❡✉r♦s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ st❛❦❡s ♦❢
s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ ✉s❡s t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t ❡✈❡r② ✇❡❡❦❡♥❞ t♦ ✈✐s✐t ❤✐s ♦r ❤❡r ♣❛r❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡
♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ s✐③❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ st❛❦❡s ✐s ❛❣❛✐♥
s✉❜st❛♥t✐❛❧✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✭✺✮ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✸✱ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
✶✼❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ③❡r♦ ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
✹✷
st✉❞❡♥t ✇❤♦s❡ s❛✈✐♥❣s ❥✉st ❝♦✈❡r t✐❝❦❡t ❝♦st ✐s ✶✹ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ t❤❛♥ s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ t❤❡ t✐❝❦❡t ❛t ❛❧❧✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✭✐✮ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤
♠♦♥❡t❛r② st❛❦❡s ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳ ❆s s❡❡♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
str♦♥❣❡r ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❣❛✐♥s t❤❛♥ ❢♦r t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❧♦ss❡s✳
❚❛❜❧❡ ✶✸✿ ❚❛❦✐♥❣ ♣❛rt ✕ ❉❛t❛s❡t ■
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ❚❛❦✐♥❣ P❛rt ✐♥ ❘❡❢❡r❡♥❞✉♠
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮
▲♦❣ ♣♦s✳ st❛❦❡s ✵✳✵✷✾✯✯✯ ✵✳✵✸✶✯✯✯ ✵✳✵✸✸✯✯✯ ✵✳✵✸✺✯✯✯ ✵✳✵✸✼✯✯✯
✭✸✳✹✹✮ ✭✸✳✺✻✮ ✭✸✳✾✵✮ ✭✸✳✼✻✮ ✭✸✳✽✶✮
◆❡❣✳ st❛❦❡s ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✶✻
✭✵✳✸✶✮ ✭✵✳✺✶✮ ✭✶✳✶✵✮ ✭✶✳✹✼✮ ✭✶✳✻✺✮
▲❡✐s✉r❡✴✇♦r❦ ✲✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✵✸ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✸✺
✭✲✵✳✷✶✮ ✭✲✵✳✵✺✮ ✭✵✳✻✹✮ ✭✵✳✻✷✮
❱✐s✐t✐♥❣ ♦t❤❡rs ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✵✼
✭✵✳✷✷✮ ✭✵✳✷✵✮ ✭✵✳✸✷✮ ✭✵✳✷✶✮
❋❡♠❛❧❡ ✲✵✳✵✾✻✯✯✯ ✲✵✳✶✵✺✯✯✯ ✲✵✳✶✵✾✯✯✯
✭✲✸✳✸✷✮ ✭✲✸✳✹✹✮ ✭✲✸✳✹✽✮
❋r❡s❤♠❛♥ ✵✳✶✸✷✯✯✯ ✵✳✶✶✺✯✯✯ ✵✳✶✶✸✯✯✯
✭✹✳✷✼✮ ✭✸✳✺✻✮ ✭✸✳✸✵✮
❆❧tr✉✐st✭−✮ ✭♥♦✮ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✸
✭✵✳✶✼✮ ✭✵✳✵✻✮
❆❧tr✉✐st✭−✮ ✭②❡s✮ ✲✵✳✶✸✹ ✲✵✳✶✻✼✯
✭✲✶✳✽✻✮ ✭✲✷✳✷✷✮
❆❧tr✉✐st✭✰✮ ✭♥♦✮ ✲✵✳✶✾✹✯✯ ✲✵✳✷✵✹✯✯
✭✲✷✳✼✾✮ ✭✲✷✳✽✸✮






Ps❡✉❞♦ ❘2 ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✻✻ ✵✳✵✼✺
▲♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✼✵✺✳✹ ✲✻✾✹✳✹ ✲✻✷✶✳✼ ✲✺✺✶✳✾ ✲✺✹✺✳✷
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✶✶✽✾ ✶✶✼✹ ✶✵✼✺ ✾✻✸ ✾✻✷
Pr♦❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥❀ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts❀ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶
❢♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ③✲st❛t✐st✐❝ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
❯♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦r ❛❣❛✐♥st✱ ✈✐s✐t✐♥❣ ♦t❤❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✭❝♦❧✉♠♥ ✷✮✳ ❇❡✐♥❣ ❢❡♠❛❧❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈♦t✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s ❜❡✐♥❣ ❛ ❢r❡s❤♠❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐t ✭❝♦❧✉♠♥ ✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢r❡s❤♠❛♥ ❡✛❡❝t✳
■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❛✈✐♥❣s ♦❢ ❢r❡s❤♠❡♥ r❡❢❡r t♦ ❛ s❤♦rt❡r ♣❡r✐♦❞
♦❢ t✐♠❡✱ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ♠❛② r❡✢❡❝t t❤❛t ♠❛♥② ❢r❡s❤♠❡♥ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② r❡❛❝❤❡❞
❜② ✈♦t✐♥❣ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ♦r ♠♦r❡ ❡♥t❤✉s✐❛st✐❝ ❛❜♦✉t t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✈♦t❡
✐♥ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳
✹✸
❈♦❧✉♠♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡✛❡❝t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❲❡ ✜♥❞ ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❛❧tr✉✐st✭−✮ ✭②❡s✮
❛♥❞ ❛❧tr✉✐st✭+✮ ✭♥♦✮✱ t❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t ❜❡✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✭✺✮ ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡q✉❛❧s ♦♥❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ st❛t❡s t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡ ❝❛r❡s ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♦t❤❡rs✱ t❤✐♥❦s t❤❛t ♦t❤❡rs
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦s❡ ♦✉t ❜② t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❛♥❞ ✈♦t❡❞ ♦r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡
t✐❝❦❡t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦❧✉♠♥ ✭✺✮✱ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ✶✼✪ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
t❤❛♥ s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡ ❝❛r❡s ❢♦r ♦t❤❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛♥
❛❧tr✉✐st✭+✮ ✭♥♦✮✱ ✐✳❡✳ s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ ♠❡♥t✐♦♥s t♦ ❝❛r❡ ❢♦r ♦t❤❡rs✱ t❤✐♥❦s t❤❛t ♦t❤❡r
st✉❞❡♥ts ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❛♥❞ ✈♦t❡❞ ♦r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈♦t❡❞ ❛❣❛✐♥st✱ ✐s ✷✵✪ ❧❡ss
❧✐❦❡❧② t♦ t❛❦❡ ♣❛rt✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts s❤♦✇ t❤❛t st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡♥❡✜ts
♦❢ ♦t❤❡rs ❜✉t ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✈♦t❡ ❣♦❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✐♥t❡r❡sts ♦❢ ♦t❤❡rs ❛r❡
s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧tr✉✐st✭−✮ ✭♥♦✮
❛♥❞ ❛❧tr✉✐st✭+✮ ✭②❡s✮ ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈♦t❡rs
✇❤♦ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥❡t ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ci − di✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✈♦t❡rs✱
❡✈❡r②♦♥❡ ✇❤♦ ❤❛s ♥♦ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ♦t❤❡rs ✇✐❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❛♥❞ ✈♦t❡
✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❤✐s ♦r ❤❡r ♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡sts✳ ❚❤♦s❡ ✇❤♦s❡ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s
❢♦r ♦t❤❡rs ❣♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ♠♦t✐✈❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳
❚❤✉s✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♠♦t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡sts ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐❢ ♥❡t ❝♦sts ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s
❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧tr✉✐st✭−✮ ✭♥♦✮ ❛♥❞ ❛❧tr✉✐st✭+✮ ✭②❡s✮ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✈♦t❡rs ✇❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ♦t❤❡rs s✉❣❣❡sts ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r
♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡sts ❢❛❝❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛✳ ❆s ❈♦r♦❧❧❛r② ✷ s❤♦✇s✱ t❤❡② ♠❛② s♦❧✈❡ t❤✐s
❝♦♥✢✐❝t ❜② ❛❜st❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❛❧tr✉✐st✭−✮ ✭②❡s✮ ❛♥❞
❛❧tr✉✐st✭+✮ ✭♥♦✮✳
❚❤♦s❡ ✇❤♦ ♠❡♥t✐♦♥ ♣r♦t❡st ♠♦t✐✈❡s t♦♦❦ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❝♦❧✉♠♥ ✺✮✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❧② ❢♦r
t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ❛❝t✉❛❧ ♦r ✐♥t❡♥❞❡❞ ✈♦t❡ ✐s ②❡s✳ P♦ss✐❜❧②✱ st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ♠❡♥t✐♦♥ ♣r♦t❡st
♠♦t✐✈❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ t✉r♥ ♦✉t✳ ❚❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ s✉♣♣♦rt st✉❞❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✱ ✇❤♦
❝❛♠♣❛✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ t✐❝❦❡t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❡❧t ❝♦♠♣❡❧❧❡❞ t♦ ✈♦t❡ ✐♥ ❢❛✈♦r✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦♦ ❤✐❣❤✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ s❡❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✭✐✐✮✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t str♦♥❣❡r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♦r s♦❝✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❛❦❡
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✳
❖✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚♦ s❡❡
t❤✐s✱ ♥♦t❡ ✜rst t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♥❡t ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ci − di ✇❡r❡ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡♥
❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦s❡ ♠♦♥❡t❛r② ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❜❡♥❡✜ts ❜♦t❤ ❛r❡ ✐♥ ❢❛✈♦r
✹✹
♦❢ ❛ ②❡s ✈♦t❡ ✇♦✉❧❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✳ ■♥ ♦✉r ❞❛t❛✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡
✇❤♦ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ st❛❦❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧tr✉✐st✭✰✮✭②❡s✮✱ ✷✹✪ ❞✐❞ ♥♦t
✈♦t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ✈♦t❡rs t❤❡ ♥❡t ❝♦st ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡
♠♦♥❡t❛r② st❛❦❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p1i ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❢♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡✳
❲❡ ♥❡①t ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r st✉❞❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t ❞r✐✈❡ t❤❡
✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
✇❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡♠♦✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳
❚❛❜❧❡ ✶✹ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts✳
■♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭✶✮✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ t♦♣ ✺✪ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥
✭✻✮✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ t♦♣ ✸✵✪✳ P♦s✐t✐✈❡ st❛❦❡s ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡✛❡❝t ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♥❡t
s❛✈✐♥❣s ✇❡ r❡♠♦✈❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ③✲st❛t✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡✳
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✼✺✪ ♦♥❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
③❡r♦✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦st ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✛❡rs ♠✉❝❤ ❧❡ss ❢r♦♠
t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ st❛❦❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛❧♦♥❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r st✉❞❡♥ts
✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧
s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✱ ❛s t❤❡② ♠❛❞❡ s✉r❡ t♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥
✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✭✐✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❛t✱ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ♠♦♥❡t❛r②
st❛❦❡s ♠✉st ❡①❝❡❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡t ❝♦st ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳
❙♦♠❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐ss✉❡s ♠❛② ❛r✐s❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦r ✐♥t❡♥❞❡❞ ✈♦t❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s✳ ❚❤✐s
✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✻✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ✇❡r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts
❜♦t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❞
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜✐❛s ♦✉r r❡s✉❧ts✳
❘❡✈❡rs❡ ❝❛✉s❛❧✐t② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣t✉r✐♥❣ tr❛✈❡❧
♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ✈♦t❡✳ ❚❤❡
♣r♦t❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇r✐t❡✲✐♥ s❡❝t✐♦♥❀ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs ✉♥❧✐❦❡❧②
t❤❛t ✐t ❝❛♣t✉r❡s ❡①✲♣♦st r❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
st❛t❡❞ ❛❧tr✉✐s♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛r❣✉❡
t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❧❛✐♠ ♥♦❜❧❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✐❢ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ st❛t❡ t❤❛t t❤❡② ❝❛r❡ ❢♦r ♦t❤❡rs
❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈♦t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♦t❤❡rs t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r
❛♠♦♥❣ ♥♦♥✲✈♦t❡rs t❤❛♥ ❛♠♦♥❣ ✈♦t❡rs✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡
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❚❛❜❧❡ ✶✹✿ ❚❛❦✐♥❣ ♣❛rt✱ r❡❞✉❝❡❞ s❛♠♣❧❡ ✕ ❉❛t❛s❡t ■
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ❚❛❦✐♥❣ P❛rt ✐♥ ❘❡❢❡r❡♥❞✉♠
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Pr♦❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥❀ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞❡♥ts❀ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ❢♦r ✐♥❞✐✲
❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ③✲st❛t✐st✐❝ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ❈♦❧✉♠♥s s❤♦✇ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✱
❡✳❣✳✱ ❝♦❧✉♠♥ ✭✶✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✾✺✪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥❡t
s❛✈✐♥❣s✳ ✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧tr✉✐st✭−✮ ✭♥♦✮ ❛♥❞ ❛❧tr✉✐st✭+✮ ✭②❡s✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t
❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t ✈♦t❡ ❛ ❧♦✇❡r s❤❛r❡ ✇♦✉❧❞ ❛❞♠✐t t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
✈♦t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♦t❤❡rs t❤❛♥ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ✈♦t❡❞✳ ❚❤✐s
✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧tr✉✐st✭−✮ ✭②❡s✮ ❛♥❞ ❛❧tr✉✐st✭+✮
✭♥♦✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✱ ✇❤✐❝❤
s♣❡❛❦s ❛❣❛✐♥st t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡✈❡rs❡ ❝❛✉s❛❧✐t②✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❡s ❢♦r
✈♦t✐♥❣ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❞❛✳ ❋✐rst✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧
✈♦t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦st
♦❢ ✈♦t✐♥❣✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ st❛❦❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤♦s❡ ✇❤♦ ❣❛✐♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧♦s❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ❢❛✐❧s✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞r✐✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥✲
✹✻
❛t❡❧② ❤✐❣❤❡r t✉r♥♦✉t ❜② ✈♦t❡rs ✇❤♦ st❛♥❞ t♦ ❜❡♥❡✜t ♦r ❧♦s❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡
♣r♦♣♦s❛❧ ♣❛ss❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✈♦t❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❛❜st❛✐♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦t❡st ♠♦t✐✈❡s ♦r ❛ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ♦t❤❡rs✱ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳
✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ t✉r♥♦✉t ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡s
♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜ts✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❙♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
❛r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✈♦t❡rs ✇❛♥t t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t
❜❡♥❡✜ts ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✈♦t✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✈♦t❡rs ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡✐r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ✈♦t✐♥❣
✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛② ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❆ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✈♦t✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❤♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✱ ❛s ❜♦t❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ✇❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❣♦♦❞ ❢♦r ♦t❤❡rs✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧
❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
r❡❧❡✈❛♥t✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts ❜❡✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡✐t❤❡r ✈♦t❡rs ❞♦
♥♦t ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ♦✇♥ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦
❜❡♥❡✜ts ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ✈♦t✐♥❣✱ t❤❡♥ ✈♦t✐♥❣ ✐s ❡①♣r❡ss✐✈❡✳ ■❢ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣✐✈♦t❛❧ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✈♦t❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦
♠♦t✐✈❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ✈♦t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛❜st❡♥t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
r❛t✐♦♥❛❧ ❡✈❡♥ ✐❢ ✈♦t✐♥❣ ✐s ❝♦st❧❡ss✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢❡❡❧✐♥❣s ❢r♦♠
❛❜st❡♥t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢❡❡❧✐♥❣s ❢r♦♠ ✈♦t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦♥❡✳ ❆❜st❛✐♥✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ❛ ❝❤❡❛♣❡r ✇❛② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡
❜❡♥❡✜t t❤❛♥ ✈♦t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ♦♥❡✬s ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦✳
❲❡ t❡st ♦✉r t❤❡♦r② ✉s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ r❡❢❡r❡♥❞❛ ♦♥ ❞❡❡♣❧② ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✢❛t
r❛t❡ t✐❝❦❡ts ❢♦r tr❛✐♥✱ ❜✉s✱ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ s❡r✈✐❝❡s ❤❡❧❞ ❛♠♦♥❣ ✉♥✐✈❡rs✐t② st✉❞❡♥ts✳ ❚❤❡
s❡r✈✐❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ ❝❤❡❛♣❡r ❜② ❜❡✐♥❣ ❜♦✉❣❤t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs
♦❢ s♦❝✐❡t②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✱ ♠✉st ♣❛② t♦ ✜♥❛♥❝❡ ✐t✳ ❚❤❡
s❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳
❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② ✐♥t❡r❡sts ❛r❡ ❛ ♠❛❥♦r ❞r✐✈❡r ♦❢ ❜♦t❤ t✉r♥♦✉t
❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❵♣♦❝❦❡t❜♦♦❦
✈♦t✐♥❣✬✱ s♦❝✐❛❧ ♦r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦sts ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts t♦ ♦t❤❡r st✉✲
❞❡♥ts ♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦r ❝✉❧t✉r❛❧ ❧✐❢❡ ❛r❡ ❛❧s♦
✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❡✈❡♥ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r
✹✼
t❤❡♦r②✱ t❤❡ str♦♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ✈♦t✐♥❣ r✉❧❡s ♦✉t ❛ ♣✉r❡❧② ❡①♣r❡s✲
s✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ♠♦♥❡t❛r② st❛❦❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❖✉r s❡tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ❞✐r❡❝t ❞❡♠♦❝r❛❝②✳
▲✐❦❡ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ✈♦t❡rs ❢❛❝❡❞ ❛ ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛❞ ✈❡r② ❣♦♦❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦sts ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♦✉t❝♦♠❡s✳
❚❤✉s✱ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s s✉❝❤ ❛s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣♦❧✐t② t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❜❡❧♦♥❣ ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧
t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s
✇❡ st✉❞② ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧s ✇✐t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❢♦r ❞✐r❡❝t ❞❡♠♦❝r❛❝② ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ✐♥✈✐t❡ ♦t❤❡r
r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r② ✐♥ ♦t❤❡r s❡tt✐♥❣s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦❝❦❡t❜♦♦❦ ❜❡♥❡✜ts✱
s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦t✐✈❡s ❛❝r♦ss r❡❢❡r❡♥❞❛ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❏✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ❛♥❞ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❡rt✐❧❡
t❡st✐♥❣ ❣r♦✉♥❞s ❢♦r s✉❝❤ ❛♥❛❧②s❡s✳
❆♣♣❡♥❞✐①
❆✳■ ❉❛t❛ ❤❛♥❞❧✐♥❣
❚❤❡ s✉r✈❡② ❢♦r ❉❛t❛s❡t ■ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❏✉❧② ❛♥❞ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳
■t ✇❛s ❛❞✈❡rt✐s❡❞ ✐♥ ❧❡❝t✉r❡s✱ ♦♥ ♣♦st❡rs ♦♥ ❝❛♠♣✉s✱ ❛♥❞ ✐♥ t✇♦ ❡✲♠❛✐❧s t❤❛t ✇❡r❡
s❡♥t t♦ ❛❧❧ st✉❞❡♥ts ♦❢ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●♦❡tt✐♥❣❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✣❝❡ ♦❢ st✉❞❡♥t ❛✛❛✐rs✳
❖♥ t❤❡ s✉r✈❡② ✇❡❜♣❛❣❡ st✉❞❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉r✈❡② ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r
r❡s❡❛r❝❤ ♣✉r♣♦s❡s ❛♥❞ ❛❜♦✉t ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❛ ❧♦tt❡r②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡✱ st✉❞❡♥ts ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✇❡❜♣❛❣❡✱ ✇❤❡r❡
t❤❡② ❝♦✉❧❞ r❡❣✐st❡r ❢♦r t❤❡ ❧♦tt❡r②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇✐♥♥❡rs ✇✐t❤♦✉t ❛♠❜✐❣✉✐t②✱
✇❡ r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ st✉❞❡♥t ■❉ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦tt❡r② ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❡✲♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛t❛ ❛♥❞
❧♦tt❡r② ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❆s t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❧❛②s ❛
❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✈♦t❡ ❛♥❞ ✐❢ ✈♦t✐♥❣✱ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✈♦t❡✱
✇❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❛ss❡ss s❛✈✐♥❣s✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❧❛❝❦ ❞❛t❛ ♦♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st✉❞❡♥t st❛rt❡❞ st✉❞②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦♥t❤ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠
t♦♦❦ ♣❧❛❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✜❢t❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
❞✉❡ t♦ ❝❧❡❛r ❞❛t❛ ❡rr♦rs ♦r ✇❤❡r❡ ❛♥s✇❡rs ❣✐✈❡♥ s❡❡♠❡❞ ❤✐❣❤❧② ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡✱ s✉❝❤ ❛s
✈✐s✐t✐♥❣ ♣❛r❡♥ts ✷✵✱✵✵✵ t✐♠❡s ✐♥ ♦♥❡ ②❡❛r✳
✹✽
❆ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s t❤❛t ✼✺ ■❉ ♥✉♠❜❡rs s❤♦✇ ✉♣ t✇✐❝❡ ❛♥❞
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✼✺ st✉❞❡♥ts ❛❧s♦ s❤♦✇ ✉♣ t✇✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳
❯s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣s ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ❞❛t❛ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s
✇❡r❡ ❡♥t❡r❡❞ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥ ❡✲♠❛✐❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✣❝❡ ♦❢ st✉❞❡♥t ❛✛❛✐rs t❤❛t
✇❛s ❛❞✈❡rt✐s✐♥❣ t❤❡ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡s❡ st✉❞❡♥ts ❤❛❞ ❢♦r❣♦t t❤❛t
t❤❡② ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❛♥s✇❡r❡❞ ❛ s✉r✈❡② ♦r t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❛♥s✇❡r ❢♦r ❛ s❡❝♦♥❞
t✐♠❡✳ ❆❢t❡r ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t✐♠❡ st❛♠♣s ❢♦r
s✉r✈❡② r❡s♣♦♥s❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡✳ ❚♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❛♥♦♥②♠✐t② ♦❢
r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ✇❡ r❡❝r✉✐t❡❞ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❛ss✐st❛♥t ✇❤♦ ✇❛s ♥♦t ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t t♦ s❡❧❡❝t t❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦tt❡r② ❞❛t❛ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✐♥
t❤❡ ❧♦tt❡r② ❞❛t❛ ❜❛s❡ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ t✇♦ t✐♠❡ st❛♠♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✼✺ ♣❛✐rs✳ ❆s
♦♥❧② t✐♠❡ st❛♠♣s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣❛✐r✇✐s❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦tt❡r② ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥♦♥②♠✐t②
✇❛s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♥♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❡rs♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ t✐♠❡ st❛♠♣✱ s✉❝❤ ❛s ❛ st✉❞❡♥t ■❉ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❛s
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦tt❡r② ❞❛t❛✳
❚✐♠❡ st❛♠♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦tt❡r② ✇❡r❡ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣s ✐♥ t❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ t✐♠❡ st❛♠♣s✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ r❡s♣♦♥s❡s t❤❛t ✇❡r❡
s✉❜♠✐tt❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣ ✐♥ t❤❡ ❧♦tt❡r②✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s✱
✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛✐rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ s✉❜s❛♠♣❧❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ■♥✐t✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❞❡r✱ ②❡❛r ♦❢ ❜✐rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ③✐♣
❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts✳ ■❢ st✉❞❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❧✐✈❡ t♦❣❡t❤❡r✱
t❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r♥❛❧✱ ♦r ✐❢ ♠✐ss✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❡r♥❛❧✱ ③✐♣ ❝♦❞❡ ✇❛s ✉s❡❞✳ ■❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ②❡❛r ♦❢ ❜✐rt❤✱ ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ ♣❛r❡♥t❛❧ ③✐♣ ❝♦❞❡✱ ✇❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✐♥ ❜♦t❤ s✉❜s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛
♣r♦✈✐❞❡❞✳ P♦t❡♥t✐❛❧ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
s✉❝❤ ❛s s✉❜❥❡❝ts st✉❞✐❡❞✱ tr❛✈❡❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❣❡♥❡r❛❧ ❛tt✐t✉❞❡s ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱
♣❛rt② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡❛s♦♥s t♦ ❜❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ t✐❝❦❡t✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✹✻ ♣❛✐rs ♦❢ ❛ss✐❣♥❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❞r♦♣♣❡❞ t❤❡
❧❛t❡r ❡♥tr② ♦❢ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ❧❡❢t ✉s ✇✐t❤ ✷✾ ♣❛✐rs
♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❜♦✉t t✇♦ ♣❡r❝❡♥t ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ t✐♥② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚♦ ❜❡ ♦♥
t❤❡ s❛❢❡ s✐❞❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❧✉❞✐♥❣
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ ✈✐rt✉❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❆✳■■ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡
■♥ t❤❡ s✉r✈❡②✱ st✉❞❡♥ts ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts✬ ❛❞❞r❡ss ✭③✐♣ ❝♦❞❡✮ ❛♥❞ ❤♦✇
♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡② ✈✐s✐t❡❞ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts✬ r❡s✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛st ✶✷ ♠♦♥t❤s ✭❏✉❧② ✶✱
✷✵✵✾ ✲ ❏✉♥❡ ✸✵✱ ✷✵✶✵✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t✳ ■❢ st✉❞❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts
✹✾
❞✐❞ ♥♦t ❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝✐t②✱ q✉❡st✐♦♥s ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛r❡♥ts s❡♣❛r❛t❡❧②✳
❚♦ tr❛♥s❧❛t❡ tr✐♣s t♦ ♣❛r❡♥ts ✐♥t♦ ♠♦♥❡t❛r② s❛✈✐♥❣s✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st tr❛✐♥ st❛t✐♦♥
❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛r❡♥t❛❧ ❛❞❞r❡ss ✭③✐♣ ❝♦❞❡✮ ✉s✐♥❣
❛ st❛♥❞❛r❞ r♦✉t❡ ♣❧❛♥♥❡r✳✶✽ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r✐❝❡ ✇❛s
❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ r♦✉t❡ t♦ ●♦❡tt✐♥❣❡♥ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧
tr❛✐♥s ❢♦r ❛❧❧ st❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❇❛❤♥ tr❛❝❦s ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛♣✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✮
✉s✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉❡✉ts❝❤❡ ❇❛❤♥✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❞✉♠✱ ✐t ✇❛s
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ t❤❛t st✉❞❡♥ts ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ▼❡tr♦❈❛♥ tr❛❝❦s ✭s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ✇✐t❤♦✉t
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s❛✈✐♥❣s ♣❡r tr✐♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t ❛r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s r♦✉t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✏❢r❡❡✑ tr❛✐♥ ✭r❡❞✮
✐s ❡♥t❡r❡❞✳✶✾
■❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r✐❝❡ ✇❛s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✶ ❡✉r♦s ✐t ✇❛s ❝❛♣♣❡❞ t♦ t❤✐s ❛♠♦✉♥t
t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❜✉② t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▲♦✇❡r✲❙❛①♦♥②✲t✐❝❦❡t t❤❛t ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥ ❛❧❧
❧♦❝❛❧ tr❛✐♥s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❞❛② ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛t t❤✐s ♣r✐❝❡✳ ❆s ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❡✈❡r②
✈✐s✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✇❛② ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤✱ ✜♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t✇✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛❤♥ t✐❝❦❡t✳ ❚♦ ❛❧s♦
r❡✢❡❝t t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❜✉② ❛ tr❛✐♥ t✐❝❦❡t ❢♦r ❛❧❧ tr❛✐♥s ✐♥ ●❡r♠❛♥② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤
s♣❡❡❞ tr❛✐♥s ✭❇❛❤♥❈❛r❞✶✵✵✮ ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✸✽✵✵ ❡✉r♦s ♣❡r ②❡❛r ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
s✉r✈❡②✱ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝❛♣♣❡❞ ❛t ✸✽✵✵ ❡✉r♦s✳
❋♦r s♦♠❡ st✉❞❡♥ts ✐♥ ❉❛t❛s❡t ■✱ ●♦❡tt✐♥❣❡♥ ✐s ♥♦t t❤❡ ♥❡❛r❡st tr❛✐♥ st❛t✐♦♥✳
▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞❡♥ts ❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t♦✇♥ ❛s t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts✱ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ✇✐t❤
t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts✳ ❋♦r t❤❡s❡ st✉❞❡♥ts✱ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣t✉r❡s ❞✐r❡❝t ♠♦♥❡t❛r②
s❛✈✐♥❣s ✇❤❡♥ t❤❡② ❝♦♠❡ t♦ ❝❛♠♣✉s✳ ■❢ t❤❡② ❧✐✈❡ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
s❛✈✐♥❣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥❡❛r❡st st❛t✐♦♥✳ ❚❡♥ st✉❞❡♥ts✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❧✐✈❡ ♦✉ts✐❞❡ ●♦❡tt✐♥❣❡♥ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts ❛♥❞ s❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ♦♥ tr✐♣s t♦
t❤❡♠✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ✉s❡ t❤✐s t✐❝❦❡t ❢♦r ❝♦♠♠✉t✐♥❣✳ ❲❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
s❛✈✐♥❣s ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛s t❤❡② ♠✐❣❤t s❡✈❡r❡❧② ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ t✐❝❦❡t✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞r♦♣♣❡❞✳
❆✳■■■ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ b1i − b
0
i
■♥ t❤✐s ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❣❛✐♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✼✮
r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ b1i − b
0
i ✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst ✈♦t❡rs ✇✐t❤ h
1
i = 0✱ ✇❤♦
❞♦ ♥♦t ❝❛r❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡s❡ ✈♦t❡rs ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡ h0i = 0✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❤❛s b1i − b
0
i = −t = τh
1
i − t✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ✈♦t❡rs ✇✐t❤ ❛ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✱ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❡①❛❝t✳
✶✽●♦♦❣❧❡ ♠❛♣s✱ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❝❛rs✳
✶✾❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ●❡r♠❛♥ r❛✐❧✇❛② ♠❛r❦❡t✱ t❤✐s ♣r✐❝❡ ✐s ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ♥♦t
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢r♦♠ ❛ st❛t✐♦♥ t♦ ●♦❡tt✐♥❣❡♥ ❧❡ss t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡❡ tr❛✐♥
✐s ❡♥t❡r❡❞ t♦ ●♦❡tt✐♥❣❡♥✳
✺✵
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡♥ ✈♦t❡rs ✇✐t❤ h1i > 0✳ ❋r♦♠ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ wi ❛♥❞ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐t ❢♦❧❧♦✇s τ ≥ w′i(h
0














































= b1i − b
0
i . ✭❆✳✾✮
❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳
✭❛✮ b1i − b
0
i > 0✳ ❚❤❡♥ ✇✐t❤ ✭❆✳✾✮ ❛❧s♦ τh
1
i − t > 0✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✭❆✳✾✮ s❤♦✇s t❤❛t









i < 0✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✭❆✳✾✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦




i | . ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✱
♦r ❵st❛❦❡s✬✱ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠♦♥❡t❛r② ❧♦ss✳
✭❝✮ b1i − b
0
i < 0 < τh
1
i − t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥
❜② ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❣♦❡s ✐♥ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♥❡t
s❛✈✐♥❣s ❛r❡ r❛t❤❡r ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳
❚♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ✭❛✮✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s s❤♦✉❧❞ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢
h1i ✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧♦❣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱
❛❢t❡r ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❜② ♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❧s♦ ❢♦r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳
❚♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ✭❜✮✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❧♦ss |τh1i − t| ❝♦♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ h
1
i




i | ❛♥❞ |τh
1
i − t| ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ✇❤❡♥
♥❡t s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✈❛♥✐s❤❡s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❛t ❛❧❧✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥
♦✉r ❞❛t❛s❡t ❛ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡rs ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s ❞✐s♣❧❛② s✉❝❤ ❛
❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤
♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t s❛✈✐♥❣s✱ t❤❡ ❧♦ss ❝♦♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❜② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢






ln (τh1i − t+ 1) ✐❢ τh
1
i − t ≥ 0
τh1i − t ✐❢ τh
1
i − t < 0 .
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛t τh1i − t = 0✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ❜♦t❤
❜r❛♥❝❤❡s✱ ✐t t❛❦❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ✶✳
✺✶
❆✳■❱ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts
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✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
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✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
✺✸
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✯p < 0.05✱✯✯p < 0.01✱✯✯✯p < 0.001✳
✺✽
❚❛❜❧❡ ❆✳✽✿ ❋✐❡❧❞s ♦❢ st✉❞② ✕ ❉❛t❛s❡t ■■✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ❚✐❝❦❡t
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮
❚r❛✐♥ ❇✉s ❈✉❧t✉r❡
❘❛r❡❧②♦ ✶✳✵✽✸✯✯✯ ✵✳✻✹✵✯✯✯ ✵✳✽✺✾✯✯✯
✭✵✳✷✵✮ ✭✵✳✶✶✮ ✭✵✳✶✸✮
❙♦♠❡t✐♠❡s♦ ✷✳✵✶✵✯✯✯ ✶✳✶✼✹✯✯✯ ✶✳✻✹✷✯✯✯
✭✵✳✷✶✮ ✭✵✳✶✹✮ ✭✵✳✷✸✮
❖❢t❡♥♦ ✷✳✹✵✷✯✯✯ ✶✳✻✹✹✯✯✯ ✶✳✼✺✺✯✯✯
✭✵✳✷✹✮ ✭✵✳✶✼✮ ✭✵✳✹✺✮
❱❡r② ♦❢t❡♥♦ ✷✳✹✸✽✯✯✯ ✷✳✷✸✼✯✯✯ ✶✳✹✸✵✯✯
✭✵✳✷✺✮ ✭✵✳✶✾✮ ✭✵✳✺✶✮
❙❛✈✐♥❣s t♦ ♦t❤❡rs ✵✳✻✸✷✯✯✯ ✵✳✺✵✵✯✯✯ ✵✳✸✾✽✯✯
✭✵✳✶✺✮ ✭✵✳✶✶✮ ✭✵✳✶✺✮
❋❡♠❛❧❡ ✵✳✶✽✻ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✶✺
✭✵✳✶✸✮ ✭✵✳✵✾✮ ✭✵✳✶✶✮




❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❜✉s s②st❡♠ ✶✳✶✼✼✯✯✯
✭✵✳✶✽✮
❖t❤❡rs s❤♦✉❧❞ ❣♦ ✶✳✸✸✸✯✯✯
✭✵✳✶✾✮
❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝✉❧t✉r❡ ✶✳✸✶✼✯✯✯
✭✵✳✶✹✮
❙♦❝✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✵✳✶✹✾ ✵✳✵✽✻ ✵✳✺✻✵✯✯✯
✭✵✳✶✼✮ ✭✵✳✶✷✮ ✭✵✳✶✹✮
❋♦r❡str②✴❆❣r✐❝✉❧t✉r❡ ✲✵✳✻✷✸✯✯ ✵✳✷✻✷ ✲✵✳✶✹✼
✭✵✳✷✷✮ ✭✵✳✶✾✮ ✭✵✳✷✹✮
❍✉♠❛♥✐t✐❡s ✵✳✷✶✵ ✵✳✵✹✵ ✵✳✸✹✸✯
✭✵✳✶✻✮ ✭✵✳✶✶✮ ✭✵✳✶✹✮
●❡♦❧♦❣②✴●❡♦❣r❛♣❤② ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✽✷ ✵✳✺✹✺
✭✵✳✹✶✮ ✭✵✳✷✻✮ ✭✵✳✸✷✮
▲❛✇ ✲✵✳✵✹✻ ✵✳✸✶✽✯ ✵✳✵✽✾
✭✵✳✷✵✮ ✭✵✳✶✺✮ ✭✵✳✶✼✮
◆❛t✉r❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✲✵✳✶✾✶ ✲✵✳✵✷✻ ✵✳✹✹✵✯
✭✵✳✷✶✮ ✭✵✳✶✼✮ ✭✵✳✷✵✮
❖t❤❡r ✜❡❧❞s ✵✳✸✾✼ ✲✵✳✶✹✻ ✵✳✷✹✵
✭✵✳✹✼✮ ✭✵✳✷✺✮ ✭✵✳✸✸✮
❈♦♥st❛♥t ✲✵✳✾✹✾✯✯✯ ✲✶✳✵✸✾✯✯✯ ✲✶✳✸✸✻✯✯✯
✭✵✳✷✶✮ ✭✵✳✶✵✮ ✭✵✳✶✷✮
Ps❡✉❞♦ ❘2 ✵✳✸✽✶ ✵✳✷✾✵ ✵✳✹✻✵
▲♦❣ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✷✼✵✳✹ ✲✺✸✹✳✾ ✲✸✻✹✳✸
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✶✶✹✸ ✶✵✽✽ ✾✽✻
Pr♦❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥❀ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts❀ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳
♦❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡ ❞✐✛❡r✿ ❘❛r❡❧②✱ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱
❖❢t❡♥✱ ❛♥❞ ❱❡r② ♦❢t❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛t ♠♦st ✺ t✐♠❡s ❛ ②❡❛r✱
♠♦♥t❤❧②✱ ✇❡❡❦❧②✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡ ❛ ✇❡❡❦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡
tr❛✐♥ t✐❝❦❡t❀ ♦♥❝❡ ♦r t✇✐❝❡ ❛ s❡♠❡st❡r✱ ♠♦♥t❤❧②✱ ✇❡❡❦❧②✱ ❛t ❧❡❛st
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